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Avant Propos
Cadre de la the`se
Les travaux pre´sente´s dans ce me´moire ont e´te´ mene´s sous la direction de
Josiane Zerubia, Directrice de Recherche a` l’INRIA et de Xavier Descombes,
Charge´ de Recherche. Ge´ographiquement, cette the`se a vu le jour au sein du
projet ARIANA qui est un projet commun au CNRS, a` l’INRIA et a` l’Universite´
de Nice-Sophia Antipolis. Ce projet de recherche est spe´cialise´ dans l’analyse
d’images issues de la te´le´de´tection et les proble`mes inverses. Cette the`se s’inscrit
dans un cadre de reconstruction d’une sce`ne urbaine a` partir d’images ae´riennes
ou satellitaires.
Les donne´es ont e´te´ fournies par l’IGN (Institut Ge´ographique National) ;
l’auteur a be´ne´ficie´ d’une bourse DGA (De´le´gation Ge´ne´rale pour l’Armement)
/ CNRS (Centre National de la Recherche Scientifique) pendant toute la dure´e
de sa the`se.
Mode d’emploi
Ce manuscrit a e´te´ e´crit de sorte qu’il soit possible au lecteur d’omettre des cha-
pitres ou des parties. Cela couˆte quelques redondances, mais il est ainsi possible,
par exemple, d’ignorer la seconde partie qui pre´sente les bases mathe´matiques du
travail. Le manuscrit est compose´ de trois parties :
L’introduction. Divise´e en deux chapitres, elle pre´sente le contexte et les ob-
jectifs de ce travail ainsi que la me´thode employe´e explique´e simplement sur un
exemple.
Les bases mathe´matiques. Les deux premiers chapitres sont des re´sume´s
de la the´orie des processus ponctuels et des chaˆınes de Markov, tandis que
le troisie`me pre´sente des travaux plus originaux et en particulier l’algorithme
d’e´chantillonage utilise´, ainsi que sa preuve de convergence.
Les applications. Il y a quatre chapitres. Les trois premiers correspondent
chacun a` un mode`le et une proble´matique applique´e diffe´rente. Le dernier
pre´sente quelques heuristiques de´veloppe´es pour ame´liorer les me´thodes pro-
pose´es.
En re´sume´, le lecteur de´sireux de ne comprendre que le contenu applique´
de ce travail peut donc se limiter a` la lecture des parties I et III.
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6Le lecteur de´sireux de comprendre rapidement l’essentiel du contenu de
cette the`se pourra se limiter a` la lecture du chapitre 6. Quiconque ne voudra
qu’eﬄeurer le contenu de ce manuscrit pourra se limiter a` la lecture du chapitre 2.
Notons pour finir, que dans un souci de clarte´, nous avons pris le parti de
mettre une partie des re´sultats obtenus en annexe de ce manuscrit.
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Chapitre 1
Contexte et e´tat de l’art
1.1 Contexte et objectifs
1.1.1 Reconstitution vectorielle
Le sujet de cette the`se a e´te´ a` l’origine propose´ par l’IGN, Institut Ge´ographique
National. Il s’agissait de contribuer aux me´thodes automatiques de reconstruction
de sce`nes urbaines a` partir de diffe´rents types de donne´es en examinant si les
me´thodes d’analyse d’images par processus ponctuels marque´s pouvaient donner
des re´sultats exploitables.
La cartographie des villes est un enjeu d’importance. L’ambition partage´e par de
nombreuses communaute´s (publiques, industrielles, militaires) est de de´velopper
des me´thodes et des logiciels permettant, pour une ville donne´e, d’en obtenir un
plan utilisable. Pour satisfaire les utilisateurs potentiels l’objectif est de construire
une repre´sentation d’une ville sous forme d’une collection d’objets (item cartogra-
phiques). Ces objets peuvent eˆtre les baˆtiments, les parcs, les routes, les re´seaux
hydrographiques de surface ou souterrain, ou tout autre e´le´ment constitutif d’une
zone urbaine. Cette notion de collection d’information se´mantique est primordiale.
Que ne soient collecte´es que des informations simples (plan cadastral) ou sophis-
tique´es (repre´sentation tridimensionnelle de chaque baˆtiment avec les diffe´rents
mate´riaux le composant), seules de telles repre´sentations vectorielles sont vrai-
ment exploitables pour des champs d’application vastes.
1.1.2 Inte´reˆt
Une e´tude re´cente des Nations Unies estime qu’en 2007, plus de 50% de la
population mondiale vivra dans des villes. L’homme se pre´pare donc a` devenir
plus urbain que rural. Le rapport des Nations Unies estime e´galement qu’en 2015
le nombre de villes de plus de 10 millions d’habitants de´passera la vingtaine.
Les zones urbaines denses sont en passe de devenir l’environnement naturel de
l’eˆtre humain. La cartographie automatique de telles zones devient donc peu
a` peu un enjeu majeur. Plus particulie`rement, les reconstructions vectorielles
tridimensionnelles complexes vont devenir un outil fondamental pour diffe´rents
secteurs.
De telles bases de donne´es sont de´ja` ne´cessaires pour la gestion de l’environ-
nement de l’eˆtre humain (suivi de l’e´volution des villes, suivi du trafic auto-
mobile, gestion des risques tels que les inondations ou les se´ismes). Des enjeux
commerciaux apparaissent e´galement : des simulations de propagation des ondes
e´lectromagne´tiques permettent par exemple d’optimiser le placement des relais de
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te´le´phonie mobile, mais ne´cessitent des descriptions fines du sursol. D’autres do-
maines d’applications commerciales plus ¡¡high tech¿¿ sont e´galement a` l’honneur
de nos jours : jeux vide´os, promenades virtuelles ou logiciels de guidage automo-
bile, tous ne´cessitent l’acquisition d’un plan vectoriel des villes. Des applications
militaires ou policie`res sont e´galement imaginables, comme l’aide a` la pre´paration
d’ope´rations ou au guidage d’engins autonomes. Deux e´tudes des domaines d’ap-
plications possibles sont disponibles dans [Brenner, 1999, Fritsch, 1999].
1.1.3 Donne´es, limites et objectifs : le domaine actuel du raison-
nable
De nombreux travaux ont de´ja` e´te´ mene´s dans le domaine de la reconstruction
automatique, semi-automatique ou manuelle des zones urbaines. La pre´cision re-
quise, le type et la quantite´ de donne´es utilise´es ou le degre´ d’automaticite´ sont
autant de crite`res permettant de classer les me´thodes.
Le but : des mode`les 3D de baˆtiments
Il va de soi que l’e´le´ment primordial de l’environnement urbain est le baˆtiment.
Plus pre´cise´ment, nous nous inte´ressons au baˆtiment en tant qu’unite´ fonction-
nelle. Dans ce cadre, un iloˆt est consitute´ de plusieurs baˆtiments. Nous nous
focalisons sur la reconstruction de baˆtiments dans les sce`nes urbaines.
Baˆtiments et variabilite´ des sce`nes urbaines
La structure architecturale des villes est loin d’eˆtre uniforme et il existe une
re´elle variabilite´ des baˆtiments. Ainsi, une zone industrielle se distingue nette-
ment d’un centre ville ou d’un lotissement. On trouve par ailleurs souvent dans
les sce`nes urbaines des ensemble complexes d’objets diffe´rents et surprenants : il
est difficile d’en dresser un catalogue exhaustif. Cette variabilite´ est l’une des dif-
ficulte´s majeures rencontre´es lorsque l’on s’inte´resse a` la reconstruction de zones
urbaines.
La te´le´de´tection
Le terme te´le´de´tection qualifie l’ensemble des me´thodes permettant d’extraire
l’information contenue dans des donne´es acquises par mesures ae´riennes et satel-
litaires. Cette cate´gorie de mesures est d’un inte´reˆt certain pour la reconstruction
de zones urbaines denses. C’est en effet l’unique moyen d’acque´rir facilement des
masses importantes de donne´e a` diffe´rentes e´chelles sur une ville. Il suffit, pour
s’en rendre compte, de comparer le temps ne´cessaire au parcours par un ge´ome`tre
de l’ensemble des rues d’une zone urbaine au temps ne´cessite´ par l’achat d’une
image satellite haute re´solution ge´ore´fe´rence´e et l’extraction par un ope´rateur des
routes de cette image. Autant dire que les re´centes avance´es spectaculaires dans la
qualite´ et le couˆt des images satellitaires a` tre`s haute re´solution sont prometteuses
pour le domaine.
On notera toutefois que l’acquisition par prise de vue ae´rienne est toujours
d’actualite´ et que c’est meˆme pour l’instant le moyen privile´gie´ par l’IGN pour
acque´rir ses donne´es. D’autres capteurs que les capteurs optiques sont e´galement
a` l’e´tude, comme les capteurs RADAR avec leurs avantages (prise de vue de
nuit ou malgre´ un couvert nuageux) et leurs inconve´nients (physique du capteur
difficile a` prendre en compte, bruits de diffe´rents types importants, re´solution
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faible quoiqu’en nette voie d’ame´lioration, ou le LASER. Les capteurs de cette
dernie`re classe sont pre´sente´s plus en de´tail plus loin.
Mode`les Nume´riques d’Ele´vation
Le Mode`le Nume´rique d’E´le´vation (MNE) est l’image du relief du sursol d’une
zone urbaine. Dans un certains sens, les reconstructions que l’on vise a` obtenir
sont des MNE vectoriels, par opposition aux MNE “raster” qui de´crivent l’al-
time´trie de la zone pixel par pixel. De´sormais, nous n’appellerons MNE que les
MNE “raster”. La taille au sol du coˆte´ d’un pixel varie en ge´ne´ral entre 5cm et
1m. Les MNE sont donc des donne´es a` haute re´solution. D’autres noms existent,
comme Mode`le Nume´rique de Surface (MNS) ou Mode`le Nume´rique de Terrain
(MNT). Ce dernier terme s’applique en ge´ne´ral plutoˆt aux mode`les nume´riques
en zones non-urbaines ou plus faiblement re´solues. Les MNE sont d’une impor-
tance capitale pour les me´thodes de reconstruction de zones urbaines denses. Ils
constituent en effet souvent une e´tape ne´cessaire a` l’analyse pre´cise de la sce`ne.
Monoscopie
Il est possible d’utiliser une unique prise de vue pour de´duire le relief d’une
zone. En utilisant un mode`le d’e´clairement on peut de´duire le relief d’un objet
de sa colorime´trie par re´solution d’une e´quation diffe´rentielle sensible aux condi-
tions de bord : ces techniques constituent le “shape from shading”. D’autres
approches utilisent les ombres porte´es. On parle alors de “shape from shadow”. Il
existe e´galement quelques travaux en imagerie RADAR (radarclinome´trie) mais
en ge´ne´ral c’est une technique peu exploitable du fait des hypothe`ses ne´ce´ssaires
tre`s contraignantes (notamment sur la constance de l’albe´do).
Ste´re´ovision
Le mot ste´re´ovision de´crit l’ensemble des me´thodes qui tentent de reconstruire
le relief d’une sce`ne a` partir de diffe´rentes prises de vue. Le cerveau humain est
naturellement capable d’un tel processus puisqu’il exploite les images perc¸ues
par les yeux droit et gauche pour appre´hender le relief de la sce`ne. Le mot
ste´re´ovision s’applique en ge´ne´ral aux me´thodes de triangulation et de calibration
ge´ome´trique. Outre les proble`mes lie´s a` la connaissance de la physique des cap-
teurs et des parame`tres la de´crivant, la ste´re´ovision doit faire face a` deux types
de proble`mes :
la mise en correspondance : il s’agit d’identifier des points homologues dans
les diffe´rentes prises de vues, c’est a` dire des pixels correspondant au meˆme point
du monde re´el. Si cette ope´ration est naturellement faite par le cerveau il est
revanche plus difficile de construire une proce´dure automatique la re´alisant. Il y
a en effet un aspect se´mantique dans cette taˆche1. Il y a e´galement un fort aspect
ge´ome´trique. En effet la matˆrise de la ge´ome´trie permet de faciliter la mise en cor-
respondance. Ainsi, les ge´ne´rations re´centes de satellites haute re´solution voient
apparaiˆıtre des syste`mes de´die´s a` la prise de vue ste´re´oscopique constitue´s de
plusieurs capteurs dont la ge´ome´rie relative est connue (2 dans le cas de SPOT
1Si l’on prend des prises de vues d’une chaise sous diffe´rent angles, il faut savoir distinguer
les diffe´rent pieds de la chaise et avoir une notion a priori de ce qu’est une chaise pour pouvoir
la reconstruire.
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5, 3 dans le cas de ALOS). Un certain nombre de me´thodes de reconstruction
urbaine s’orientent donc naturellement vers l’acquisition par un ope´rateur d’un
nombre restreint de points homologues. Le but est alors de de´duire de ces points
homologues d’autres points homologues, puis une hypothe`se de baˆtiment tridi-
mensionnelle correcte. L’e´quipe de l’ETH Zurich ([Gru¨n et Wang, 1998]) a ainsi
construit un syste`me tre`s efficace, capable de faciliter l’acquisition de vastes zones
urbaines denses.
la gestion des zones d’occlusions : pour pouvoir reconstruire les coor-
donne´es tridimensionnelles d’un point, celui-ci doit eˆtre observable sur au moins
deux prises de vue. Dans le cas de sce`nes complexes comme les zones urbaines,
les points qui sont observables sur moins de deux mesures sont fre´quents. Les
ensembles de tels points forment ce que l’on appelle les zones d’occlusion.
Mesures LASER
Dans les anne´es 90 la maˆıtrise de la physique et du couˆt des syste`mes LASER
a acce´le´re´ le de´veloppement d’un nouveau type de capteur qui est rapidement
devenu porteur d’espoir dans le domaine de la reconstruction tri-dimensionnelle.
A bord d’un ae´ronef une impulsion LASER est e´mise en direction du sol. La
diffe´rence de temps entre l’e´mission de l’impulsion et la de´tection de l’e´cho permet
au capteur de de´duire la distance entre le sol et l’avion, dans la direction de
l’e´mission. Un positionnement 6 dimensionnel pre´cis de l’ae´ronef permet donc
d’acque´rir facilement un nuage de points 3d de´crivant la surface de la ville.
Le premier avantage de ce type de capteur est que l’on obtient rapidement des
donne´es 3D. Un second avantage est donne´ par un phe´nome`ne physique tout a`
fait inte´ressant : une partie du signal e´mis est re´fle´chi par la ve´ge´tation tandis
que l’autre la traverse avant de se re´fle´chir a` son tour sur le sol. Ce phe´nome`ne
dit de double e´cho permet d’une part, de classer les zones de ve´ge´tation et
d’obtenir d’autre part a` la fois les altitudes du couvert ve´ge´tal et du sol sous-
jacent. L’inconve´nient majeur vient du couˆt d’une acquisition. Le capteur en lui
meˆme reste cher. En outre pour acque´rir un nombre suffisant de points, ce type de
capteur ne´cessite des vols plus longs et donc plus chers que les capteurs optiques.
Autres me´thodes
Actuellement des travaux de recherche sont mene´s pour pouvoir utiliser des
mesures radar dans un but de reconstruction de donne´es urbaines. La physique
du capteur radar en fait un outil inte´ressant : le capteur est capable d’acque´rir
des donne´es meˆme sous couvert nuageux. Cependant les re´solutions sont encore
faibles et la complexite´ des images obtenues ne fait pas encore du radar un outil de
pre´dilection pour l’analyse des zones urbaines. On trouvera des exemples de trai-
tement des images radar avec [Balz et Haala, 2003, So¨rgel et al., 2003]. On peut
e´galement citer le travail de D. Petit, [Petit, 2004] qui se fonde sur l’utilisation de
techniques issues de la radargramme´trie et de l’interfe´rome´trie. Notons toutefois
que la physique du capteur RADAR en fera sans doutes l’outil de pre´dilection
pour la reconstruction urbaine. En effet, si les capteurs optiques permettent de
mesurer des distances angulaires, les capteurs radars mesurent la distance entre un
point de la sce`ne et le capteur. Il fournissent donc une information ge´ome´trique,
a` la quelle peut s’ajouter une information sur la nature du mate´riau observe´.
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1.2 Etat de l’art de la reconstruction urbaine
1.2.1 Orientation ge´ne´rale
La reconstruction de zones urbaines rencontre a` l’heure actuelle diffe´rents types
de difficulte´s. Nous commenc¸ons par dresser un inventaire des barrie`res limitant
les avance´es dans le domaine.
Difficulte´s et proble´matiques actuelles
La variabilite´ des baˆtiments. Qu’elle apparaisse au niveau microscopique
(baˆtiments) ou macroscopique (villes) cette variabilite´ pose des proble`mes a` tous
les niveaux du processus de reconstruction, que ce soit celui de la de´tection, celui
de la classification ou celui de la reconstruction d’une structure.
Les ambigu¨ıte´s. E´tant donne´ la complexite´ des villes, des ambigu¨ıte´s sub-
sistent au niveau des donne´es. Par exemple, sur les donne´es issues de la
ste´re´ovision, les zones d’occlusions laissent des ambivalences importantes. Les
algorithmes de reconstruction doivent tenir compte de telles ambigu¨ıte´s, ce qui
ne´cessite d’introduire des connaissances a priori sur les structures que l’on cherche
a` de´tecter et a` reconstruire.
La densite´. Les zones urbaines denses posent des proble´matiques particulie`res :
d’abord la quantite´ d’ambigu¨ıte´s augmente tre`s vite avec la densite´. On ne peut
par ailleurs pas traiter un baˆtiment issu de telles zones comme s’il e´tait isole´ ; il
faut tenir compte de son voisinage de´ja` de´tecte´ ainsi que de son voisinage encore
ignore´.
La qualite´ du re´sultat. Il est e´vident que l’appre´ciation des re´sultats obtenus
est e´troitement lie´e au domaine d’application. Une me´thode de reconstruction se
doit donc de fixer certains objectifs, e´ventuellement au travers d’une me´trique
qui permette de quantifier les re´sultats obtenus.
Axes de prospective
Vers un sequencement des e´tapes. Les travaux actuels cherchent a`
construire des me´thodes sous forme de chaˆınes. L’ide´e est d’utiliser beaucoup
de traitements de bas niveau pour expliquer les donne´es au mieux, et de proce´der
ensuite a` l’analyse des primitives observe´es. Des exemples de traitement de bas
niveau sont : la classification sol/sursol, la de´tection de segments ou de plans 3D,
la de´tection de la ve´ge´tation, etc... Ces approches se placent donc re´solument
dans un cadre hie´rarchique (multie´chelle). Un exemple typique peut eˆtre trouve´
dans [Fischer et al., 1998].
Sources multiples de donne´es. Dans la meˆme optique, beaucoup de tra-
vaux optent pour un ajout de donne´es externes qui sont souvent disponibles.
Par exemple les travaux de H. Jibrini ([Jibrini, 2002]) utilisent un plan cadastral
vectorise´. Cela permet de diviser le proble`me de la reconstruction en plusieurs
sous-proble`mes inde´pendants. Une autre optique consiste a` utiliser l’information
fournie par un ope´rateur humain. Ces dernie`res approches ne sont pas automa-
tiques.
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La complexite´ des mode`les. Un dilemme se pose : vaut il mieux utiliser
des mode`les simples ou des mode`les de baˆtiments complexes ? Si ces derniers
permettent de rendre compte de structures re´elles assez biscornues, ils sont en
revanche bien plus difficiles a` manipuler sur les donne´es.
1.2.2 Classification des me´thodes
Nous pre´sentons ici quelques travaux importants du domaine classe´s en fonction
de leur particularite´s d’entre´e/sortie.
L’automaticite´
Le premier crite`re majeur est l’automaticite´ de la me´thode. Les me´thodes
semi-automatiques tirent partie de l’ope´rateur comme source d’information
se´mantique : le plus souvent l’ope´rateur donne des points clefs d’un baˆtiment,
le logiciel se chargeant alors de de´duire le baˆtiment des donne´es. Ce type d’ap-
proche permet des productions a` des cadences tout a` fait inte´ressantes. L’e´quipe
d’ETH Zu¨rich ([Gru¨n et Wang, 1998]) a ainsi construit un logiciel, CC-Modeler
qui permet d’extraire 500 baˆtiments complexes par jour. L’approche est plus in-
teractive que semi-automatique puisque l’ope´rateur doit fournir tous les points
de la silhouette du baˆtiment, le logiciel utilisant les donne´es de ste´re´ovision pour
calculer la forme tridimensionnelle du baˆtiment.
Dans [Nevatia et al., 1999, Nevatia et Price, 2002] une approche plus automa-
tique est pre´sente´e : le logiciel utilise les points fournis par l’utilisateur pour en
construire d’autres, en utilisant par exemple l’information de gradient dans les
images. D’autres exemples de travaux semi-automatiques typiques sont ceux de
Gu¨lch et Gruen ([Gru¨n, 1998, Gu¨lch et al., 1999]) reposant sur l’utilisation de fa-
milles de mode`les et la maximisation de crite`res (gradient sur les contours) afin
de trouver le baˆtiment correspondant aux points fournis par l’ope´rateur. Dans la
suite nous nous focaliserons essentiellement sur les me´thodes entie`rement auto-
matiques.
A court terme, seules les me´thodes semi-automatiques sont utilisables pour la
production a` grande e´chelle. Les analyses automatiques donnent en effet encore
trop d’erreurs importantes.
Type de donne´es
Monoscopie. Dans [Heuel et Nevatia, 1995] Heuel et Nevatia proposent une
approche automatique reposant sur le “shape from shadow”. Il s’agit donc
d’une approche monoscopique. Des hypothe`ses de baˆtiment sont e´mises a` par-
tir de la de´tection de lignes dans l’image puis valide´es graˆce aux ombres
porte´es. Un autre exemple de me´thode monoscopique peut eˆtre trouve´ dans
[McGlone et Shufelt, 1994]. De telles approches sont difficilement pre´cises. Par
ailleurs leur robustesse vis-a`-vis de la densite´ de la zone urbaine conside´re´e est
faible.
Ste´re´ovision a` 2 vues. Les travaux de Baillard ( [Baillard, 1997] ) pro-
posent de calculer un MNE segmente´ en zones d’altitude homoge`ne. Cela per-
met de classifier le MNE obtenu en re´gions de sol et re´gions de sur-sol. Le
re´sultat respecte donc mieux les discontinuite´s et propose une pre´-segmentation
inte´ressante. Il existe d’autres travaux en ste´re´ovision a` deux vues, dont ceux de
Dang ([Dang, 1994]) et ceux de Cord [Cord, 1998].
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Ste´re´ovision a` n vues. La ste´re´ovision utilisant beaucoup de vues permet de
limiter les proble`mes d’occlusions. Ces approches utilisent en ge´ne´ral la multipli-
cite´ des vues pour de´tecter les fac¸ades. On peut se re´fe´rer aux travaux de Fradkin
([Maˆıtre et al., 1999]) ou ceux de Vestri ([Vestri, 2000]) par exemple.
Utilisation d’un MNS. De nombreux travaux ont e´te´ mene´s, surtout dans
certaines universite´s allemandes, pour tenter d’exploiter au mieux l’information
altime´trique. L’apparition des donne´es LASER, plus denses et plus pre´cises que les
donne´es issues de l’appariement optique a en effet e´te´ porteuse d’espoir. Weidner,
par exemple, ([Weidner, 1995, Weidner et Fo¨rstner, 1995]) utilise la morpholo-
gie mathe´matique pour extraire les baˆtiments des seules donne´es altime´triques.
D’autre travaux utilisent ces donne´es altime´triques en plus d’autres donne´es
(les donne´es cadastrales, par exemple) : c’est le cas des travaux de l’institut de
photogramme´trie de Stuttgart ([Haala et Anders, 1997, Haala et Brenner, 1998,
Haala et Brenner, 1999, Brenner, 2000]) ou de ceux de Vosselman aux Pays Bas
([Vosselman et Dijkman, 2001]). Un des articles essentiels dans le domaine de
l’extraction de baˆtiments a` partir de donne´es LASER est celui de Mass et Vos-
selman ([Maas et Vosselman, 1999]). Des travaux tre`s re´cents dans le domaine
montrent que la tendance a` fusionner les donne´es LASER avec d’autres types
de donne´es perdure : [Rottensteiner et Briese, 2003, Matikainen et al., 2003,
Sohn et Dowman, 2003].
Donne´es cadastrales. Depuis quelques anne´es, de nombreux travaux utilisent
les donne´es cadastrales vectorise´es et donnent des re´sultats tre`s prometteurs. Ces
donne´es ont l’avantage de permettre aux algorithmes de se focaliser sur une zone
pre´cise et d’utiliser la donne´e cadastrale pour proposer un ensemble d’hypothe`ses
a priori sur les primitives bas niveaux (limites de toit, par exemple). L’impre´cision
ou les erreurs du cadastre doivent eˆtre prises en compte par la me´thode. Outre
les approches de Haala, Brenner et Vosselman utilisant les donne´es cadastrales
en plus d’un MNS LASER, e´voque´es dans le pre´ce´dent paragraphe, il faut ci-
ter le travail de Jibrini. Son approche paralle´lise le proble`me en conside´rant les
baˆtiments inde´pendamment les uns des autres. Cela est autorise´ par la donne´e
cadastrale. Il utilise par ailleurs un couple ste´re´oscopique : a` l’aide de l’hypothe`se
fournie par le plan cadastral, l’algorithme recherche d’abord un volume 3d en-
globant la position du toit, puis affine les primitives pre´dites par le cadastre et
proce`de pour finir a` la reconstruction de la surface polye´drique du toit propre-
ment dite. Ses travaux sont de´crits dans sa the`se ([Jibrini, 2002]) et donnent des
re´sultats re´ellement inte´ressants, aussi bien d’un point de vue the´orique que dans
une optique de production.
Autres types de donne´es. Certaines approches tentent de tirer par-
tie d’autres types de donne´es. Les travaux de Roux et d’Henricsson
([Girard et al., 1998, Henricsson, 1996]) s’appuient sur des images couleurs, ceux
de Frueh et Zakhor [Frueh et Zakhor, 2003]) inte`grent des donne´es prises depuis
le sol, comme des photographies prises en parcourant les rues de la ville.
Les formes reconstruites
Le mode`le polye´drique. C’est la forme la plus couramment utilise´e, car elle
est la plus ge´ne´rique des repre´sentations raisonnables. Il est possible de repre´senter
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une telle forme par un ensemble de facettes planes. Cela autorise beaucoup de
liberte´s, aussi bien sur la forme planime´trique (trace ou silhouette au sol), que
sur les formes possibles de toˆıt.
Le mode`le prismatique. Il correspond au mode`le pre´ce´dent avec la forme la
plus simple de toit possible : plate. En ge´ne´ral, de tels mode`les sont favorise´s
quand les traces au sol recherche´es sont complexes.
Les mode`les quatres-pentes, bi-pentes et cubique. Ce sont les mode`les
issus de la simplification de l’emprise planime´triques ; le cas extreˆme consistant
en la conside´ration de traces au sol rectangulaires.
Les autres mode`les. On peut les re´partir essentiellement entre deux classes :
les mode`les parame´triques et les mode`les ge´ne´riques. Les premiers imposent une
structure particulie`re, de´formable, tandis que les seconds n’imposent qu’un en-
semble de contraintes sur les primitives composant le baˆtiment (orthogonalite´ des
faces, paralle´lisme des areˆtes).
Qualite´ de la reconstruction
Les me´thodes de reconstruction de zones urbaines se placent dans un cadre
d’exigence particulie`re. Les crite`res usuels sont :
L’exhaustivite´ : c’est le crite`re le plus e´vident. Il est lie´ aux autres crite`res,
puisqu’il faut de´finir ce qu’est une reconstruction admissible d’un baˆtiment. Un
exemple de question que l’on peut se poser : est-ce qu’un baˆtiment reconstruit
sous forme de deux baˆtiments adjacents constitue une reconstruction admissible ?
La ge´ne´ralisation : les me´thodes de reconstruction simplifient en ge´ne´ral
les baˆtiments. L’ordre de simplification de´sire´ de´pend du domaine d’application
conside´re´. Pour certaines applications un mode`le cubique peut eˆtre suffisant (em-
prise planime´trique rectangulaire et forme altime´trique plane). Pour eˆtre cohe´rent,
il faut que le niveau de pre´cision requis soit respecte´. Cela signifie que les artefacts
sur les baˆtiments dont la taille est approximativement de l’ordre de grandeur de
la pre´cision requise doivent eˆtre pris en compte.
La pre´cision : un tel crite`re quantifie l’exactitude de la reconstruction. Il
de´pend du mode`le conside´re´ et de la qualite´ des donne´es utilise´es.
1.2.3 Diffe´rentes strate´gies
Nous pre´sentons ici les outils ge´ne´ralement utilise´s pour la reconstruction urbaine
tridimensionnelle automatique.
Synopsis ge´ne´ral
En ge´ne´ral, les me´thodes automatiques se de´composent suivant les trois e´tapes
importantes que sont la focalisation sur un baˆtiment, la de´tection des e´le´ments
constitutifs d’un baˆtiment, et la reconstruction proprement dite pour finir.
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Focalisation. Cette e´tape consiste en la se´lection d’une zone dans l’image ou`
la recherche d’un baˆtiment peut eˆtre restreinte. L’inte´reˆt d’utiliser un plan ca-
dastral vectorise´ apparaˆıt imme´diatement. Il est possible, en utilisant un tel plan,
de parcourir un a` un les baˆtiments de la zone et de limiter le nombre de pri-
mitives a` de´tecter. L’introduction de cartes routie`res intervient e´galement dans
cette phase. Les ope´rations de segmentation sol/sursol ou de de´tection des zones
homoge`nes fournissent un moyen de focaliser la recherche sur une zone d’inte´reˆt
[Vestri et Devernay, 2001, Baillard, 1997, Paparoditis et al., 1998].
De´tection des primitives. Cette e´tape consiste en la de´tection d’un ensemble
de structures de bas niveau qui constitueront le baˆtiment. Il s’agit des areˆtes, des
plans, des coins etc... Les me´thodes utilise´es font en ge´ne´ral appel aux outils clas-
siques du traitement de l’image : transforme´e de Hough ge´ne´ralise´e pour de´tecter
les lignes ou les plans, de´tection des contours ou des coins, etc...
Reconstruction. C’est l’e´tape qui associe les primitives entre elles pour former
les baˆtiments.
Top down et Bottom up
Bottom-up. C’est un processus classique de traitement d’images. Dans cette
e´tape interviennent des contraintes de regroupements, souvent repre´sente´es par
des contraintes sur des graphes (voir [Fuchs, 2001] pour une documentation
plus comple`te sur le sujet). Le re´sultat d’un tel processus consiste en ge´ne´ral
en une se´rie d’hypothe`ses. Ces hypothe`ses peuvent eˆtre probabilise´es, auquel
cas la hie´rarchie de l’agglome´ration peut eˆtre vue comme un re´seau Baye´sien
([Stassopoulou et Caelli, 2000]). Ce type de me´thodes ignore a priori la nature
de l’objet que l’on cherche a` reconstruire. Aussi sont-elles souvent couple´es a` un
processus “top-down”.
Top down. Le processus “top-down” suit la de´marche comple´mentaire en uti-
lisant une se´rie de mode`les connus. L’objectif est de regarder si la pre´sence d’un
de ces mode`les dans les donne´es est vraisemblable ou non.
Fusion. La plupart des me´thodes actuelles s’orientent vers un processus hy-
bride : la partie bottom-up formule des hypothe`ses a` partir des primitives bas
niveau, tandis que la partie top-down confronte ces hypothe`ses de baˆtiments aux
mode`les conside´re´s. C’est lors de cette mise en correspondance que se joue la puis-
sance de la me´thode. D’une fac¸on ge´ne´rale, la confrontation d’un ensemble de pri-
mitives hypothe´tiques avec un ensemble de mode`les fait apparaˆıtre un proble`me
combinatoire. Dans le cadre de la reconstruction urbaine, cela est d’autant plus
vrai que les mode`les conside´re´s doivent faire apparaˆıtre la variabilite´ de forme
observe´e sur les baˆtiments et qu’en plus l’extraction des primitives ne peut eˆtre
ni exhaustive, ni fiable totalement en raison de la complexite´ des donne´es. Dans
le cadre de la reconstruction urbaine, la mise en correspondance d’un ensemble
de primitives avec un mode`le doit donc eˆtre suffisamment souple pour permettre :
de reconnaˆıtre dans un ensemble de primitives une ou plusieurs structures d’in-
teraction entre ces primitives qui soient discriminantes, de reconnaˆıtre un mode`le
de baˆtiment a` partir de ces structures discriminantes et d’adapter le mode`le
se´lectionne´ en fonction des parties manquantes. Parmi les techniques permettant
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une telle souplesse, on notera que l’appariement de graphe semble eˆtre la plus
adapte´e au proble`me ([Fuchs, 2001]) bien que lourd du point de vue du temps de
calcul.
Les voies d’ame´lioration
Multiplication des donne´es. L’utilisation de donne´es diverses permet d’agir
en deux endroits du processus. Multiplier les donne´es ou les types de donne´es
utilise´s permet d’obtenir une collection de primitives qui ne soit pas construite de
manie`re hie´rarchique et donc qui ne propage pas les erreurs commises au niveaux
les plus bas.
Simplification ou hie´rarchisation des mode`les. Les deux approches
partent en fait du meˆme principe : il est plus facile de trouver un appa-
riement entre un ensemble restreint de primitives et une quantite´ limite´e de
mode`les simples qu’entre un ensemble vaste de primitives et une quantite´ im-
portante de mode`les complexes. Simplifier directement les mode`les semble donc
eˆtre naturel. Cela passe par l’utilisation de mode`les prismatiques, par exemple
([Nevatia et Price, 2002, Weidner, 1995, Vestri et Devernay, 2001]). L’approche
hie´rarchique permet de complexifier les mode`les, puisqu’elle permet de remplacer
un appariement complexe par une succession d’appariements simples. Les en-
sembles de mode`les conside´re´s ne sont donc plus seulement constitue´s de mode`les
de baˆtiments, mais contiennent e´galement des mode`les de parties de baˆtiments.
Le plan cadastral. Le plan cadastral vectorise´ reveˆt un inte´reˆt particulier
dans le contexte de l’appariement. Il permet en effet de donner une premie`re
information vectorielle sur la position, la forme et la nature d’un baˆtiment. Ces
informations sont utiles pour trouver des primitives pertinentes et pour limiter
la complexite´ de la mise en correspondance des primitives avec les mode`les de
baˆtiments.
1.3 De´marche et me´thode propose´es
L’objectif de cette the`se e´tait d’e´tudier la possibilite´ d’introduire dans les al-
gorithmes de reconstruction de zones urbaines des contraintes ge´ome´trique en
utilisant une mode´lisation par processus ponctuels marque´s de Markov. L’ap-
proche utilise´e permet d’introduire deux types de contraintes ge´ome´triques sur
les primitives extraites : on peut introduire une information sur le type et la
forme des objets recherche´s et d’autre part cette approche permet d’introduire
et d’utiliser une information statistique sur la re´partition ge´ome´trique des objets
dans la sce`ne.
La ge´ome´trie stochastique e´tudie les proprie´te´s des ensembles ale´atoires parmi
lesquels se trouve la classe des processus ponctuels.
Nous commenc¸ons par rappeler brie`vement les raisons de l’introduction de ce
type d’objet mathe´matique en traitement d’images.
1.3.1 Probabilite´s en analyse d’images : des champ de Markov
aux processus ponctuels
L’approche par processus ponctuels est une e´tape naturelle de l’e´volution des
mode`les stochastiques en traitement de l’image. Pour des analyses ge´ne´rales
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de cette e´volution on pourra consulter les HDR de Descombes et de Pe´rez
[Pe´rez, 2003, Descombes, 2004].
Mode`le ale´atoire de l’image
Une image est un ensemble de pixels. Notons I, une image, c’est a` dire une
fonction associant a` chaque site (pixel) d’un ensemble de sites Λ ⊆ Z2 une valeur
de niveau de gris :
I : Λ → R
s → I(s)
En conside´rant un espace probabilise´ abstrait (Ω,A,P) introduire un mode`le
ale´atoire d’une image consiste a` conside´rer les niveaux de gris comme les
re´alisations d’une version ale´atoire de la fonction I.
I : Ω → RΛ
A cette variable ale´atoire I est associe´e sa loi de probabilite´ PI , mesure image de
P par la variable ale´atoire I.
PI(A) = P(I
−1(A))
Le mode`le le plus simple conside`re que les pixels sont inde´pendants les uns des
autres, ce qui peut s’e´crire :
P(I ∈ A) =
∏
s∈Λ
P(I(s) ∈ As)
Cela permet de conside´rer l’histogramme normalise´ d’une image comme une den-
site´ empirique.
Mode´lisation Baye´sienne
Proposer un mode`le Baye´sien d’une image revient a` hie´rarchiser le mode`le par
l’utilisation d’une probabilite´ conditionnelle et d’un processus sous-jacent X :
P(I ∈ A) =
∑
x
P(I ∈ A|X = x)P(X = x) (1.1)
Le mode`le Baye´sien est un mode`le ale´atoire de l’image qui peut traduire une
re´alite´ physique : une re´alisation d’une image I = y est conside´re´e comme l’ob-
servation bruite´e d’un phe´nome`ne ale´atoire X. Dans l’expression 1.1 on reconnaˆıt
successivement : la loi marginale des observations P(I = y), la loi des observa-
tions P(I = y|X = x) et la loi a priori P(X = x) qui introduit une connaissance
du comportement de X.
C’est aussi, graˆce a` la formule de Bayes, un mode`le qui permet d’analyser le
phe´nome`ne X a` partir des observations y1, . . . , yn au travers de la loi a posteriori :
P(X = x|I = y) ∝ P(I = y|X = x)P(X = x) (1.2)
Du point de vue des statistiques, le mode`le de Bayes est inte´ressant parce qu’il
fournit une classe d’estimateurs naturels : les estimateurs de Bayes. Un estimateur
de X est une fonction Xˆ des observations Xˆ(y1, . . . , yn) dont on veut qu’elle
approche au mieux la ou les valeurs de X sous jacentes aux re´alisations. Pour
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cela il faut de´finir une fonction de couˆt L(X, Xˆ) puis conside´rer le risque de
Bayes :
RB(Xˆ) = EX
[
EI/X
[
L(Xˆ, X)
]]
Le risque de Bayes permet de comparer deux estimateurs quelconques de X. Il a
d’autres proprie´te´s : par exemple sous le couˆt L(X, Xˆ) = 1
(
X 6= Xˆ
)
, l’estimateur
optimal est le maximum a posteriori (MAP). Rappelons que si les re´alisations
y1, . . . , yn sont inde´pendantes, cet estimateur s’e´crit :
Xˆ MAP = Argmax x
n∏
i=1
P(X = x|Ii = yi) (1.3)
Sous le couˆt quadratique, l’estimateur optimal est la moyenne a posteriori.
Lien avec les proble`mes inverses
Les proble`mes inverses sont fre´quents en analyse d’images. Un proble`me inverse
est un proble`me ou` l’on cherche a` retrouver une grandeur x au travers d’obser-
vations y. Les mode`les d’observations peuvent eˆtre complexes et les proble`mes
inverses mal pose´s. Cela veut dire ([Hadamard, 1923]) que la solution peut ne
pas exister, ne pas eˆtre unique ou eˆtre instable (une petite incertitude sur les
donne´es y entraˆıne une forte incertitude sur la grandeur x a` retrouver). Pour
re´soudre ces proble`mes, on utilise en ge´ne´ral deux notions : la notion d’attache
aux donne´es et la notion de re´gularite´. Cela signifie que l’on cherche une solution
x vraisemblable au vu des donne´es y, et telle que x ve´rifie certaines contraintes
de re´gularite´. Ces deux notions peuvent s’e´crire sous des formes tre`s diverses.
Notons toutefois qu’une partie importante des me´thodes conside`re le proble`me
comme un proble`me de minimisation :
xˆ = Argmin [Φ donne´es (x, y) + ρΦ re´gul (x)] (1.4)
L’estimateur MAP du mode`le Baye´sien entre dans cette classe de formulation de`s
lors que l’on voit le mode`le a priori comme un terme de re´gularisation :
Xˆ MAP = Argmin [− log(P(I = y|X = x))− log(P(X = x))] (1.5)
La premie`re diffe´rence est que le parame`tre ρ est inte´gre´ dans la loi a priori. La
seconde diffe´rence est qu’une formulation baye´sienne du proble`me fournit d’autres
estimateurs que le MAP.
Champs de Markov
L’analyse d’image par champs de Markov a connu un e´lan de popularite´ a` la
fin des anne´es 80 sur l’impulsion de quelques articles fondateurs ([Besag, 1986,
Geman et Geman, 1984]). On trouvera une analyse illustre´e des de´veloppements
possibles dans [Descombes, 2004]. Dans le cadre Baye´sien de´crit pre´ce´demment,
un mode`le par champs de Markov conside`re que X, le processus sous-jacent, est
lui meˆme une variable ale´atoire de type image
X : Ω → ZΛ
ayant la proprie´te´ Markovienne suivante :
P(X(s) = xs|X(s′) = xs′ , s′ 6= s) = P(X(s) = xx|X(s′) = xs′ , s′ ∈ N(s)) (1.6)
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ou` N(s) est l’ensemble des sites voisins du site s et ve´rifiant une contrainte de
positivite´.
Les champs de Markov permettent d’inte´grer l’information contextuelle lie´e a`
un objet sous forme de probabilite´s conditionnelles locales. Il est en effet possible
de de´finir des champs de Markov en de´finissant le syste`me de voisinage (les “cli-
ques”) et en spe´cifiant la loi conditionnelle de la valeur de niveau de gris d’un
pixel en fonction des valeurs des pixels de son voisinage (c.f. expression 1.6). Un
mode`le d’observation est facilement obtenu en conside´rant que les pixels sont
inde´pendants sous le conditionnement par rapport a` X :
P(I = y|X = x) =
∏
s∈Λ
P(I(s) = ys|X = x)
Cette mode´lisation pre´sente un inte´reˆt e´vident lorsque l’on veut traiter un
proble`me de segmentation, de restauration ou de classification. Les proprie´te´s
re´gularisantes que l’on peut alors introduire sont du type “si un pixel appartient
a` une classe, alors ses voisins appartiennent probablement a` la meˆme classe”.
En te´le´de´tection, les limites de cette approche sont apparues avec la haute
re´solution. L’analyse d’images tre`s re´solues ne´cessite de plus en plus souvent
d’introduire la notion de ge´ome´trie d’un objet. Cela est techniquement difficile
en utilisant les champs de Markov. Suite a` ce constat sont venus les champs de
Markov sur graphes. Leur inte´reˆt a par exemple e´te´ de´montre´ dans le cadre de la
de´tection de routes ([Tupin et al., 1998, Rellier et al., 2002]). Leur limite re´side
cependant dans le manque de souplesse quant au nombre d’objets conside´re´s : il
faut utiliser une pre´de´tection pour obtenir un ensemble de sites plausibles, puis
associer a` chacun de ces sites une variable ale´atoire repre´sentant la perturbation
de l’objet courant en ce site par rapport a` l’objet initial issu de la pre´de´tection.
De´veloppement des processus ponctuels en analyse d’image
Nous verrons plus loin et plus en de´tail ce qu’est un processus ponctuel. Pour
l’instant, notons que cet objet permet de mode´liser des configurations ale´atoires
de figures ge´ome´triques comme des collections de cercles, de rectangles, ou de
lignes brise´es. Toujours dans le cadre Baye´sien, conside´rons une re´alisation x
d’un processus ponctuel X : x = {u1, . . . , un(x)} ou` les ui repre´sentent chacun un
objet ge´ome´trique dispose´ ale´atoirement dans l’image.
Un mode`le d’observation peut facilement eˆtre donne´ par le me´lange suivant :
P(I(s) = ys|X = x) = P(I(s) = ys|s ∈ x)1 (s ∈ x) + P(I(s) = ys|s 6∈ x)1 (s 6∈ x)
Dans cette expression, la silhouette d’une configuration d’objets est l’ensemble
des sites s de l’image tombant dans l’un des objets de la configuration :
silhouette(X) = Λ ∩X. Usuellement, on conside`re que les pixels de la silhouette
sont distribue´s suivant une loi gaussienne de moyenne e´leve´e tandis que les pixels
du fond suivant une loi gaussienne de moyenne basse (objets blancs sur fond noir).
L’inte´reˆt de ce type de mode`le en traitement de l’image est apparu au de´but des
anne´es 90 avec des travaux limite´s a` l’e´poque par le manque de moyens infor-
matiques. A. Baddeley et M. C. V. Lieshout proposent explicitement d’utiliser
un processus ponctuel pour de´tecter des cellules dans des images confocales par
analyse baye´sienne dans [Baddeley et Van Lieshout, 1993]. Le processus ponctuel
mode´lise alors des collections ale´atoires de disques.
Par la suite, l’ide´e a e´volue´ graˆce a` des travaux divers, notamment
[Van Lieshout, 1993, Pievatolo et Green, 1998] et surtout sous l’influence de H.
26 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET E´TAT DE L’ART
Rue [Rue et Hurn, 1999, Rue et Syverseen, 1998]. Ces travaux e´tudient essen-
tiellement les techniques d’e´chantillonnage associe´es au mode`le probabiliste, et
tentent, en ge´ne´ral, d’utiliser des formes ge´ome´triques de plus en plus complexes.
Ces travaux couvrent une gamme de formes qui vont des cercles aux polygones a`
un nombre inconnu de cote´s. Un autre axe de travail qui se de´veloppe concerne
le type d’estimateurs utilise´. Les travaux de H. Rue en particulier tentent de
s’e´carter du MAP . Quant au mode`le, jusque dans les anne´es 2000, il reste tre`s
simple et les travaux se cantonnent a` un mode`le de me´lange de gaussiennes.
En 2001, R. Stoica et X. Descombes proposent d’utiliser une possibilite´ jusque
la` non exploite´e en utilisant des interactions fortement attractives entre les ob-
jets ([Stoica, 2001, Stoica et al., 2004]). Dans ces travaux les objets conside´re´s
sont des segments et les interactions ge´ome´triques consistent en la connexion et
le recouvrement : il s’agit de de´tecter des routes sur des images ae´riennes ou sa-
tellitaires. La volonte´ de traiter des images re´elles, et donc complexes, ne´cessite
de sortir du cadre Baye´sien autorise´ par les images plus acade´miques utilise´es
jusqu’alors. Le re´sultat est un algorithme d’extraction automatique de routes.
1.3.2 Application a` la reconstruction urbaine
Nous nous proposons d’e´tudier la possibilite´ d’utiliser la mode´lisation par proces-
sus ponctuels dans un cadre de reconstruction urbaine. La reconstruction urbaine
est un proble`me d’analyse d’image ou` la notion d’objet est essentielle. Nous nous
proposons par ailleurs de limiter le type de donne´es utilise´es aux MNE. L’in-
formation de relief d’une zone urbaine est une donne´e accessible de diffe´rentes
manie`res et qui permet d’utiliser un terme d’attache aux donne´es simple.
Lors de son stage de DEA effectue´ au sein du projet ARIANA, L. Garcin
([Garcin et al., 2001]) a e´tudie´ la possibilite´ d’utiliser un processus ponctuel dans
un cadre de ste´re´ovision a` deux vues. La limite majeure de l’approche s’est re´ve´le´e
eˆtre lie´e a` l’attache aux donne´es : la conclusion de son travail constate que pour
e´tudier un couple d’images ae´riennes par un processus objet, il faudrait intro-
duire un mode`le d’e´clairement ce qui ne´cessite des temps de calculs importants.
Par ailleurs, dans un cadre de ste´re´ovision, les objets du processus doivent eˆtre
tridimensionnels. La` encore, des proble`mes de temps de calcul sont apparus.
Objectif principal
L’objectif principal de ce travail est d’extraire automatiquement une caricature
de plan cadastral sous forme vectorielle d’une zone urbaine dense a` partir d’un
MNE en utilisant une approche par processus ponctuels. Extraire automatique-
ment ce type d’information d’un MNE est d’un inte´reˆt certain. D’une part, comme
nous l’avons de´ja` mentionne´, l’ajout d’un plan caricatural vectoriel dans les pro-
cessus classiques de reconstruction urbaine tridimensionnel permet d’ame´liorer
sensiblement les re´sultats obtenus. Ce type de donne´es est en revanche souvent
inaccessible directement. Si le cadastre de la plupart des villes franc¸aises a e´te´ ou
est sur le point d’eˆtre nume´rise´, il est en revanche indisponible pour bon nombre
d’autres villes dans le monde, en particulier pour les villes sujettes a` des e´volutions
rapides.
Les MNE sont en revanche une donne´e accessible par de multiples me´thodes.
L’objectif est donc d’essayer d’utiliser au mieux l’information physique du relief
d’une ville. Evidemment, en fonction du moyen d’acquisition de cette mesure
physique, le mode`le nume´rique obtenu est plus moins fin et bruite´. Ce dernier
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point justifie pleinement l’emploi des processus ponctuels puisque l’un des ob-
jectifs de ce travail est d’introduire des contraintes sur l’extraction refle´tant la
structure spatiale des villes. D’autre part, l’objectif d’extraction d’un plan ca-
dastral permet de se limiter a` l’extraction de formes simples par opposition aux
formes tridimensionnelles recherche´es dans le travail de L. Garcin.
Il faut noter que d’autres approches ont de´ja` e´te´ propose´es. Nous avons
de´ja` mentionne´ les travaux de Weidner [Weidner, 1995] et ceux de Ves-
tri [Vestri et Devernay, 2001]. Parmis les me´thodes ayant les objectifs les plus
proches des travaux pre´sente´s ici, on trouve les travaux de Vinson et Cohen :
[Vinson et al., 2001, Vinson et Cohen, 2002]. Ils reposent sur l’utilisation d’une
pre´segmentation sol/sursol et d’une orthoimage. On peut e´galement mentionner
les travaux de H. Oriot fonde´s sur l’utilisation de contours actifs favorisant cer-
taines structures ge´ome´triques [Oriot, 2003].
Donne´es utilise´es
Nous avons eu la chance de recevoir par l’IGN diffe´rents types de donne´es. Il
y a tout d’abord le jeu de donne´es d’Amiens, qui consiste en un MNE optique
une se´rie de photographies ae´riennes et une ve´rite´ terrain construite manuelle-
ment. Savoir comment utiliser une telle ve´rite´ terrain est un proble`me de´licat.
En effet, les donne´es sont souvent nettement moins pre´cises que la ve´rite´ ter-
rain. A cette se´rie s’ajoute un MNE LASER, ainsi qu’un MNE ple´iades (obtenu
a` partir de simulations), tre`s impre´cis, et sur lequel le phe´nome`ne d’occlusion est
particulie`rement important.
1.3.3 De´composition de ce travail
Le plan de ce travail est de´compose´ de la fac¸on suivante :
Nous commenc¸ons par pre´senter de manie`re superficielle le premier mode`le que
nous avons imple´mente´ et les re´sultats associe´s. Ce travail nous a en effet servi
de base de re´flexion pour la suite des travaux. Le chapitre 2 pre´sente donc ce
travail pre´liminaire, les re´sultats obtenus et les axes de de´veloppement qu’il a
laisse´ entrevoir.
Les chapitres 3 et 4 se concentrent sur les processus ponctuels et les chaˆınes de
Markov, en en pre´sentant les de´finitions et proprie´te´s fondamentales. Le chapitre
5 pre´sente une version ame´liore´e d’un algorithme d’e´chantillonnage de processus
ponctuels et la preuve de sa convergence. Cette ame´lioration est l’une des contri-
butions de cette the`se. Le lecteur peut toutefois omettre la lecture de ces trois
chapitres sans perdre le fil du manuscrit.
Les trois chapitres suivants (6,7 et 8) montrent trois approches diffe´rentes au
proble`me de de´tection de caricatures de baˆtiments sur les MNE. Le chapitre
9 montre quelques ame´liorations propose´es a` la me´thode. Nous pre´sentons en
particulier une technique de recuit simule´ adaptatif. Le chapitre 10 conclut et
propose quelques pistes de re´flexion.
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Chapitre 2
La me´thode utilise´e
Nous nous proposons dans ce chapitre de pre´senter rapidement la me´thode em-
ploye´e sur un exemple simple. Nous de´velopperons plus en de´tail les fondements
mathe´matiques de cette me´thode dans la partie suivante.
Ce premier travail a e´te´ mene´ avec l’ambition de de´tecter sur un Mode`le
Nume´rique d’Ele´vation une configuration de rectangles approchant la trace au
sol des baˆtiments. L’objectif n’est donc pas d’obtenir une reconstruction tridi-
mensionnelle a` proprement parler, mais plutoˆt un plan cadastral vectoriel.
2.1 Minimisation d’e´nergie
La me´thode utilise´e est une me´thode reposant sur la minimisation d’une e´nergie.
Nous pre´sentons brie`vement ici l’espace d’e´tat sur lequel est effectue´e cette mi-
nimisation d’e´nergie, puis les contraintes a` imposer sur l’e´nergie pour pouvoir la
minimiser et enfin l’algorithme d’optimisation utilise´ (recuit simule´).
2.1.1 Espace d’e´tat
L’image en continu. Le formalisme adopte´ conside`re l’image comme un sous
ensemble de R2. Tout au long de ce travail, le support de l’image sera donc vu
comme un pave´ K. Plus pre´cise´ment, K = [0, Xmax]× [0, Ymax].
Espace objet. Un point de K, p = (x, y) est un point de l’image. Si l’on veut
maintenant conside´rer des rectangles dont les centres sont dans l’image on peut
ajouter trois variables re´elles (θ, L, l) repre´sentant respectivement l’orientation,
la longueur et la largeur d’un rectangle. Un rectangle u est alors un point de
l’espace objet S suivant :
S = K ×M
ou` M est l’espace des marques associe´es aux points (x, y) : M =] − pi2 , pi2 ] ×
[Lmin, Lmax]×[lmin, lmax]. En modifiant cet espace des marques on peut parame´trer
d’autres objets ge´ome´triques.
Ensemble des configurations. On s’inte´resse maintenant aux configurations
de rectangles. Pour cela, conside´rons d’abord Cn, l’ensemble des configurations a`
n rectangles :
Cn = {x : x = {x1, . . . , xn} ∀i xi ∈ S}
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x (en gras) repre´sentera toujours une configuration d’objets. Il faut noter que
x est un ensemble non ordonne´. L’ensemble des configurations de rectangles C est
donne´ par l’union suivante :
C =
∞⋃
n=0
Cn
C est l’espace d’e´tat de la me´thode par minimisation d’e´nergie que nous adoptons.
Cet ensemble C n’a, a priori, pas de structure particulie`re.
2.1.2 Energie
Nous devons de´finir une e´nergie pertinente sur cet ensemble des configurations.
Une e´nergie est une fonction re´elle U des configurations :
U : C → R¯
x → U(x) (2.1)
Dans notre cadre de de´tection de baˆtiments sur des Mode`les Nume´riques
d’Ele´vation, l’objectif est de de´finir une e´nergie telle que la configuration mi-
nimisant U ,
x∗ = Argmin U(x)
donne une configuration de rectangles acceptable comme plan cadastral de la
sce`ne urbaine.
Comme nous l’avons pre´sente´ en introduction dans le cadre des proble`mes in-
verses, une ide´e simple pour construire une e´nergie ade´quate consiste a` utili-
ser deux termes : l’un dit “d’attache aux donne´es” permettant de qualifier la
pertinence d’une configuration vis-a`-vis du Mode`le d’Ele´vation, l’autre dit “de
re´gularisation” apportant une contrainte sur la structure de la solution recherche´e.
Toutes les e´nergies ne sont e´videmment pas satisfaisantes ; il y a quelques
contraintes qu’une e´nergie acceptable doit respecter. La premie`re, la plus
imme´diate, doit eˆtre l’existence d’un minimum. Il faut, entre autre, s’assurer
que l’e´nergie est borne´e infe´rieurement :
∃Rmin ∈ R t.q. ∀x ∈ C U(x) ≥ Rmin (2.2)
Notons qu’une configuration peut e´ventuellement avoir une e´nergie infinie : cela
la rend totalement inde´sirable. Une contrainte ne´cessaire pour pouvoir minimiser
l’e´nergie est la condition d’he´re´dite´ qui stipule qu’une configuration acceptable
ne peut contenir une configuration inde´sirable :
∀x ∈ C t.q. U(x) < ∞ ∀y ⊆ x U(y) < ∞ (2.3)
Enfin pour finir, une dernie`re condition impose´e par l’algorithme d’optimisation
est la condition de stabilite´ (re´gularite´ de U) :
∃Rs ∈ R+ ∀x, u ∈ C × S U(x ∪ u) ≥ U(x)−Rs (2.4)
Cette condition impose que l’e´nergie d’une configuration x ne puisse pas trop
diminuer lorsqu’un objet u lui est ajoute´.
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Par ailleurs, il est possible de poser arbitrairement U(∅) = 0 graˆce a` la condition
d’he´re´dite´. L’objectif de la mode´lisation est de construire une e´nergie respectant
ces contraintes sous la forme :
U(x) = Udata(x) + ρUreg(x) ρ > 0 (2.5)
ou` le terme Udata(x) refle`te l’ade´quation de la configuration x avec le MNE de
donne´es tandis que le terme Ureg(x) influe sur la structure ge´ome´trique de la
configuration des rectangles.
2.1.3 Optimisation
Avant de de´tailler plus pre´cise´ment le mode`le adopte´, nous commenc¸ons par
de´crire tre`s brie`vement l’algorithme et le principe d’optimisation. Comme an-
nonce´ dans l’introduction, nous utilisons un recuit-simule´. Ce type d’algorithme
a e´te´ largement utilise´ en analyse d’image (voir [Winkler, 2003], par exemple).
Le principe en est tre`s connu et repose sur la probabilisation du proble`me.
Cet algorithme peut eˆtre vu sous deux angles : l’un plus intuitif, l’autre plus
mathe´matique.
Premie`re approche du recuit simule´
Pour optimiser l’e´nergie U(.), le moyen le plus simple est d’utiliser un algo-
rithme “glouton”. Un tel algorithme part d’un e´tat initial quelconque, X0. A
chaque ite´ration t, la configuration courante Xt = x est perturbe´e ale´atoirement
ce qui donne une configuration y. Parmi les perturbations ale´atoires possibles, on
peut imaginer l’ajout ou la suppression d’un point, la translation ou la rotation
d’un rectangle ou encore l’e´tirement (dilatation). Cette perturbation induit une
variation d’e´nergie :
∆U = U(y)− U(x)
On accepte de remplacer ensuite x par y si et seulement si ∆U ≤ 0, c’est a` dire
si et seulement si la perturbation ale´atoire a ame´liore´ la configuration courante.
Cette double e´tape de perturbation-acceptation est ensuite ite´re´e un nombre de
fois de´termine´ par un crite`re (on peut imaginer, par exemple, que si trop de per-
turbations successives ont e´te´ refuse´es la simulation est arreˆte´e). L’inconve´nient
de cet algorithme est qu’il donne un minimum local de l’e´nergie. Ce minimum
de´pend de la configuration de de´part, des transformations disponibles, et du par-
cours (Xt)t≥0 effectue´.
On peut donc ame´liorer cet algorithme en modifiant l’e´tape d’acceptation comme
suit :
si ∆U ≤ 0 alors Xt+1 = y
sinon avec une probabilite´
α = exp(−∆UTt ) Xt+1 = y
1− α Xt+1 = x
L’ide´e est alors de faire de´croˆıtre lentement la tempe´rature Tt avec le temps.
Un tel algorithme autorise les de´gradations d’e´nergie (∆U > 0) avec une pro-
babilite´ p. Le fait d’accepter des transformations de´gradantes doit permettre de
trouver un optimum moins local que par l’algorithme glouton car cela permet de
sortir des bassins d’attraction des minima locaux. Par ailleurs, p diminue avec
la tempe´rature. Donc l’algorithme accepte de moins en moins les transforma-
tions de´gradantes, au fur et a` mesure que le syste`me est refroidi. Cet algorithme
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constitue presque un recuit simule´. Il manque cependant des conditions sur les
transformations et des facteurs correctifs dans le calcul de p lie´s a` la perturbation
utilise´e pour ge´ne´rer y a` partir de x.
Le recuit simule´ permet en fait d’obtenir the´oriquement l’optimum global de
l’e´nergie U(.). Pour obtenir ce re´sultat, il faut envisager l’algorithme sous un
autre angle.
Deuxie`me approche du recuit simule´
L’ide´e est de conside´rer une variable ale´atoire X a` valeur dans C dont la densite´
de probabilite´ f ve´rifie :
f(x) =
1
Z
exp(−U(x)) (2.6)
Une premie`re e´tape du chapitre suivant sera la ve´rification de l’existence d’une
telle variable ale´atoire X. Nous verrons qu’elle existe et qu’un processus ponctuel
marque´ est une variable ale´atoire a` valeur dans C . Par ailleurs il faudra pre´ciser
la notion de densite´ de probabilite´. En particulier, une densite´ de probabilite´ est
une de´rive´e de Radon-Nykodym d’une loi de probabilite´ par rapport a` une mesure
de re´fe´rence. Toutes ces notions doivent donc eˆtre de´taille´es.
Le recuit simule´ repose sur la simulation de variables ale´atoires par chaˆıne de
Markov. Le re´gime stationnaire d’une chaˆıne de Markov permet de simuler une
loi pi dont on ignore un moyen de simulation plus direct. pi peut par exemple eˆtre
la loi de´finie par U dans l’e´quation (2.6). Un des proble`mes pose´s par de telles lois
vient du fait que la constante de normalisation 1/Z est en ge´ne´ral inconnue et son
e´valuation nume´rique inenvisageable au vu de la dimension de l’espace d’e´tat. Le
re´gime stationnaire d’une chaˆıne de Markov permet de simuler suivant pi(.) un
nouvel e´tat Xt+1 = y de`s lors que l’e´tat pre´ce´dant est lui meˆme distribue´ suivant
pi(.) : cela veut dire que
si Xt ∼ pi(.) alors Xt+1 ∼ pi(.)
Cette notion correspond a` la notion de loi stationnaire de la chaˆıne de Markov.
Lorsque l’on veut simuler une loi pi(.) par une chaˆıne de Markov, l’enjeu est donc :
– d’une part d’assurer que pi(.) est bien la loi invariante de la chaine,
– et d’autre part que l’on atteint presque suˆrement le re´gime stationnaire a`
partir de n’importe quel e´tat initial X0.
Si les deux proprie´te´s sont ve´rifie´es, on est capable d’obtenir une suite de
re´alisations successives (Xt)t≥N distribue´es suivant pi(.) pour N suffisamment
grand (la de´termination d’une valeur correcte de N est un autre proble`me). Dans
le cadre de variables ale´atoires re´elles, on peut parler de densite´ plutoˆt que de loi.
C’est aussi le cas dans le cadre des configurations d’objets.
Le recuit simule´ repose sur une chaˆıne de Markov non homoge`ne, ce qui veut
dire que son noyau de transition de´pend du temps. On conside`re une suite de
densite´s de´pendant du temps (ft(.))t≥0 que l’on cherche a` simuler par une chaˆıne
de Markov. L’ide´e est que si deux densite´s successives ne sont pas trop diffe´rentes
(ft(.) ' ft+1(.)) on peut construire une chaˆıne telle que si Xt est distribue´e suivant
ft(.) Xt+1 soit distribue´e suivant ft+1(.). Pour cela, il suffit d’assurer qu’a` chaque
instant t la loi ft(.) est la loi stationnaire de la chaˆıne de Markov. Supposons que
l’objectif soit la maximisation de la densite´ f(.). On pose alors :
ft(.) ∝ f
1
Tt (.) (2.7)
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ou` la suite Tt est une suite de “tempe´ratures” de´croˆıssant vers 0. Si cette
de´croˆıssance a lieu suffisamment lentement, (en suivant une loi logarithmique),
et que la tempe´rature initiale T0 est suffisamment grande, les variables ale´atoires
successives (Xt) sont distribue´es suivant ft(.). Par ailleurs la suite (ft)t≥0 converge
vers une densite´ nulle partout sauf aux endroits de l’espace d’e´tat ou` f(.)
est maximale. Le re´sultat associe´ a un tel algorithme (voir [Winkler, 2003] ou
[Van Lieshout, 1993]) stipule donc qu’il permet de trouver le maximum global de
la fonction f avec une probabilite´ 1.
En pratique nous utilisons un algorithme d’e´chantillonnage de type Metropolis-
Hastings-Green. Cet algorithme permet de construire une chaˆıne de Markov dont
la loi stationnaire est de´finie a` chaque instant t par la densite´ f(.)
1
Tt sans en
connaˆıtre la constantes de normalisation.
2.2 Le mode`le
Nous de´veloppons ici le mode`le utilise´ dans ce premier exemple pour extraire les
silhouettes des baˆtiment des MNE.
2.2.1 Attache aux donne´es
Forme ge´ne´rale : Udata(x)
D’un point de vue du mode`le, il serait tre`s inte´ressant d’avoir un mode`le Baye´sien
Udata(x) = − log(L(I|x)) ou` L serait la vraisemblance des observations sachant
une re´alisation. Dans notre cas, cela signifierait que l’on est capable de construire
un mode`le statistique de MNE pertinent e´tant donne´ une configuration de rec-
tangles repre´sentant les baˆtiments. Cela est difficile pour deux raisons : d’une
part il faudrait introduire des lois sur la re´partitions des hauteurs a` l’inte´rieur
d’un baˆtiment, d’autre part il faudrait mode´liser le comportement statistique des
MNE en dehors des baˆtiments (rue, voitures arbres) ce qui est de´licat. C’est pour
cela, que, quittant le cadre Baye´sien exploite´ par Rue ([Rue et Hurn, 1999]) ou
Van Lieshout ([Baddeley et Van Lieshout, 1993]), nous adoptons l’ide´e propose´e
par R. Sto¨ıca et L. Garcin dans leurs travaux [Stoica, 2001], [Garcin et al., 2001]
et utilisons un terme “de´tecteur” :
Udata(x) =
∑
u∈x
Ud(u) (2.8)
Il faut d’abord remarquer que ce mode`le conside`re les objets xi d’une configu-
ration x inde´pendamment les uns des autres, alors que dans un cadre Baye´sien
l’hypothe`se d’inde´pendance est en ge´ne´ral faite sur les pixels. D’autre part, si
l’on ignore le terme de re´gularisation Ureg(x), il est e´vident qu’un objet u ∈ S
est de´sirable de`s lors que son e´nergie d’attache aux donne´es Ud(u) est ne´gative
et inde´sirable sinon. Ce type de terme d’attache aux donne´es repose donc sur un
effet binaire.
Une telle e´nergie d’attache aux donne´es ne´cessite un terme re´pulsif dans l’e´nergie
de re´gularisation. En effet, si Ud(u) < 0 on a :
Udata(x ∪ u ∪ u) = Udata(x ∪ u) + Ud(u) < U(x ∪ u) (2.9)
Le terme de re´gularisation doit donc e´viter la superpositions de points
inte´ressants. En re´alite´, il faut un peut e´tendre cette contrainte : le terme de
re´gularisation doit aussi assurer la condition de minoration (2.2).
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Construction du terme Ud(.)
Pour construire Ud(.), on peut tenir compte des trois contraintes suivantes :
– les minima locaux ne´gatifs de Ud(.) doivent correspondre a` des baˆtiments sur
le MNE,
– Ud(.) doit eˆtre positive la` ou` l’hypothe`se de baˆtiment est inacceptable,
– pour faciliter l’optimisation, Ud(.) devrait eˆtre aussi “ presque convexe loca-
lement” que possible.
Pour cela nous construisons trois fonctions positives jseuil, jpos, et jneg associant
a` tout rectangle u ∈ S une valeur re´elle positive et prenons :
Ud(.) : u ∈ S →
{
jpos(u) si jseuil(u) ≤ 1
−jneg(u) sinon
(2.10)
jseuil sert a` de´finir quelles hypothe`ses de rectangles sont conside´re´e comme ac-
ceptables, jneg sert a` placer les minima locaux de Ud(.) aux bons endroits, et jpos
sert a` conduire une mauvaise hypothe`se de rectangle vers une bonne pour faciliter
l’optimisation de l’e´nergie.
L’attache aux donne´es en pratique
Dans ce premier exemple, une hypothe`se rectangulaire de baˆtiment est
conside´re´e comme correcte si les hauteurs donne´es par le MNE a` l’inte´rieur du rec-
tangle sont significativement plus hautes que les hauteurs du MNE sur le pourtour
du rectangle. Cela correspond a` une contrainte d’extrudation des baˆtiments. La
qualite´ d’une hypothe`se acceptable est donne´e par une mesure d’homoge´ne´ite´
des hauteurs.
g1
g2
g3
g4 C i
Fig. 2.1: Echantillonnage utilise´ pour calculer le terme d’attache aux donne´es.
Pour un rectangle donne´ u, on se donne un masque de points Mask(u) tel que
celui pre´sente´ par la figure 2.1. Un tel masque est obtenu par sous-e´chantillonnage
du MNE et est compose´ de 5 ensembles de points de K diffe´rents :
– Les 4 lignes g1, . . . , g4 servent a` calculer une estime´e de la hauteur du sol ĥg(u)
autour du rectangle u.
– L’ensemble des points centraux c se de´compose en un nombre n de lignes
suivant l’axe longitudinal du rectangle : c1, . . . , cn. Ces lignes sont en fait
regroupe´es deux par deux : C1 = c1 ∪ cn, C2 = c2 ∪ cn−1 et ainsi de suite
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jusqu’a` Cm = c[(n+1)/2]. Cela donne donc des paires de lignes syme´triques par
rapport a` l’axe longitudinal du rectangle.
On note h(p) la hauteur donne´e par le MNE en un point p ∈ K. Pour un ensemble
g de points de K, on note g¯ la moyenne des hauteurs dans cet ensemble : g¯ =∑
p∈g h(p)/card g.
Estimation de la hauteur du sol. On a choisi pour cet estimateur le mini-
mum des moyennes des ensembles de points gi.
ĥg = min
i=1,...,4
g¯i
Taux de volume. On appelle taux de volume v˜(u) la proportion de points
a` l’inte´rieur du rectangle u plus haut que l’estime´e de la hauteur du sol ĥg(u)
augmente´e d’une hauteur minimale de baˆtiment hmin :
v˜(u) =
card{p ∈ c t.q. h(p)− ĥg(u) ≥ hmin}
card c
Un taux d’homoge´ne´ite´ est e´galement calcule´. Il repose sur l’hypothe`se que les
baˆtiments sont syme´triques.
Taux d’homoge´ne´ite´. On note C¯i les moyennes des hauteurs a` l’inte´rieur des
lignes syme´triques Ci. Pour un parame`tre σ donne´ en me`tres, on calcule alors le
taux d’homoge´ne´ite´ t˜(u) suivant :
t˜(u) =
∑
i card{p ∈ Ci} t.q. |h(p)− C¯i| ≤ σ}∑
i card{C¯i}
Taux de surface. Ce taux mesure le rapport entre la surface d’un rectangle et
la surface maximale possible :
s˜(u) =
l(u) ∗ L(u)
Lmax ∗ lmax
Ce taux sert a` favoriser les grands rectangles et eviter le morcellement des
baˆtiments.
jseuil, jpos et jneg. La fonction de seuil dans ce mode`le mesure si le taux de
volume est suffisant. Pour un parame`tre vmin donne´ :
jseuil(u) =
v˜(u)
vmin
En pratique nous avons pris vmin = 0.8 et hmin = 3m ce qui signifie que le
pourcentage des points sure´leve´s de 3m par rapport a` l’estime´e de la hauteur
du sol doit eˆtre d’au moins 80 % dans un rectangle pour que l’hypothe`se soit
acceptable. Pour jneg nous avons pris :
jneg = 10 ∗ s˜ ∗ t˜2 ∗ v˜3
dont les minima locaux sont les baˆtiments les plus grands possible avec un taux
d’extrudation et un taux d’homoge´ne´ite´ les plus proche possible de 1. Le pa-
rame`tre σ d’homoge´ne´ite´ a e´te´ mis a` 1.5m. Pour finir, la fonction jpos que nous
avons choisie et qui sert a` guider l’optimisation est :
jpos =
1− ( v˜vmin )2
20
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En minimisant jpos, on maximise le taux de volume d’un rectangle conside´re´
comme non acceptable. Ce terme guide l’optimisation puisqu’il ordonne les hy-
pothe`ses non inte´ressantes. Par ailleurs, plus jpos(u) est faible, et plus u est proche
d’une hypothe`se inte´ressante.
2.2.2 Le terme de re´gularisation
Nous prenons pour ce mode`le le terme de re´gularisation le plus simple possible.
Il s’agit d’un terme connu sous le nom de mode`le de Strauss ([Strauss, 1975]) par
les statisticiens spatiaux. Soit ∼ la relation syme´trique sur S × S qui s’applique
aux rectangles dont les surfaces s’intersectent. Soit s(x) le nombre d’intersections
de rectangles dans la configuration x :
s(x) = card{{u, v} ∈ x2 t.q u ∼ v}
Le terme de re´gularisation choisi est un terme dit de soft-core :
Ureg(x) = ainter ∗ s(x)
ainter est un parame`tre re´el. Si ainter est ne´gatif, ce terme favorise les intersections,
tandis que s’il est positif, il les pe´nalise. Pour e´viter le phe´nome`ne d’accumulation
des rectangles acceptables (de´crit par l’e´quation 2.9) il faut que ainter > 2 ∗
|min Ud|. Dans notre cas pratique il suffit que ainter > 20.
Si la surface minimale d’un rectangle est strictement positive ((lmin ∗Lmin) > 0),
ce terme de soft-core permet d’obtenir la condition de minoration ne´cessaire a`
l’existence d’une configuration minimisante, puisque le nombre de rectangles dans
S n’intersectant aucun autre est alors majore´ par |K|/(Lmin ∗ lmin), aux effets de
bords pre`s.
2.3 L’algorithme d’optimisation
Nous pre´sentons ici l’algorithme tel qu’il est imple´mente´. Cela correspond a` un
e´chantillonnage de Monte Carlo par Chaine de Markov couple´ avec un recuit
simule´, mais nous n’exposons dans cette partie l’algorithme que sous son aspect
le plus simple.
2.3.1 Perturbations
L’algorithme de recuit-simule´ repose sur des perturbations ale´atoires d’un e´tat
courant x. Un noyau de perturbation Q(x, .) est donc ne´cessaire. Pour ce premier
travail, nous avons utilise´ un me´lange de 5 perturbations. Cela signifie qu’avec
une probabilite´ fixe´e, l’une de ces perturbations est se´lectionne´e et applique´e a` la
configuration courante x pour obtenir la configuration propose´e y.
Naissance ou mort
Le premier noyau de perturbation, QBD s’applique comme suit :
– on choisit avec une probabilite´ 1/2 d’effectuer une mort ou une naissance,
– si la mort a e´te´ choisie on obtient y en retirant l’un de ses e´le´ments u choisi
uniforme´ment parmi les e´le´ments de x, ce qui donne : y = x \ u.
– si la naissance a e´te´ choisie, on obtient y en ge´ne´rant un nouvel objet u
dans S avec une loi uniforme et en l’ajoutant a` x : y = x ∪ u.
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Perturbations simples d’un objet
Pour chacune des perturbations qui suivent, un objet u est se´lectionne´
ale´atoirement dans x puis est perturbe´ en suivant une loi en ge´ne´ral uniforme
ce qui donne un nouvel objet v. La configuration nouvelle y est alors obtenue en
remplac¸ant u par v dans x : y = x \ u ∪ v.
Translation. Deux valeurs re´elles (dx, dy) de de´placement sont ge´ne´re´es uni-
forme´ment dans [−∆x, +∆x] × [−∆y, +∆y]. u = (x, y, θ, L, l) est ensuite rem-
place´ par v = (x+dx, y +dy, θ, L, l). Pour cette transformation, on conside`re que
K est un tore : si v sort des limites de l’image il y revient par un modulo de fac¸on
a limiter le taux de rejet du noyau de la chaˆıne.
Rotation. Dans le meˆme esprit, une perturbation de la direction dθ est ge´ne´re´e
uniforme´ment dans [−∆θ, +∆θ] et si u = (x, y, θ, L, l) v est pris comme v =
(x, y, θ + dθ, L, l).
Dilatations. On peut imaginer faire de meˆme pour perturber la longueur ou la
largeur d’un rectangle. Il est cependant apparu qu’une simple modification de la
longueur ou de largeur n’e´tait pas optimale. De telles transformations laissent en
effet le centre inchange´ et modifient donc la position de deux cote´s simultane´ment.
Pour ame´liorer l’optimisation, nous avons choisi un autre type de dilatation qui
perturbe a` la fois la longueur ou la largeur d’un rectangle et son centre, de manie`re
a` laisser inchange´ l’un des deux cote´s du rectangles. Le principe de cette trans-
formation est illustre´ par la figure 2.2. Dans le cas de la dilatation suivant la lon-
gueur, deux variables ale´atoires sont tire´es : dL, re´elle, est tire´e uniforme´ment dans
[−∆L, +∆L] et k, entie`re, est tire´e e´quiprobablement dans {0, 1}. Le nouvel objet
v obtenu est donne´ par (x+dL cos(θ+k∗pi)/2, y+dL sin(θ+k∗pi)/2, θ, L+dL, l).
La variable ale´atoire k correspond au choix du cote´ a` laisser inchange´.
2.3.2 Probabilite´ d’acceptation
Le recuit simule´ repose sur l’acceptation d’une perturbation avec une certaine
probabilite´, de´pendant de la variation d’e´nergie induite. Commenc¸ons par exami-
ner le cas des transformations qui perturbent l’un des objets de la configuration.
Cas des transformations simples
Dans le cas des 4 transformations qui ne perturbent pas le nombre d’objets dans
la configuration, la loi d’acceptation d’une perturbation ale´atoire est la suivante.
Pour y issue de x par perturbation, et ∆U = U(y)− U(x), posons :
R(x,y) = exp(−∆U
T
) α = min(1, R)
Le sche´ma de remplacement de Bernoulli applique´ est alors :
avec une probabilite´
α Xt+1 = y
1− α Xt+1 = x
Ce qui correspond au sche´ma de´crit dans le paragraphe 2.1.3 e´crit sous une forme
plus compacte.
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(a) Rota-
tion
(b)
Trans-
lation
(c) Dilatation
(longueur)
(d) Di-
latation
(largeur)
Fig. 2.2: Transformations simples
Cas de la naissance ou mort
Si le noyau de perturbation qui a e´te´ choisi est le noyau de naissance ou mort
d’un objet, il faut conside´rer deux cas :
Cas de la mort y = x \ u. La loi de remplacement repose alors sur le calcul
du taux suivant :
RD(x,y) =
n(x)
|K| exp(−
∆U
Tt
)
ou` |K| repre´sente la mesure de Lebesgue de K ( |K| = Xmax ∗ Ymax) et n(x) est
le cardinal de x. α est pris comme le minimum entre 1 et RD, et le sche´ma de
remplacement est le meˆme que pre´ce´demment. La seule diffe´rence vient donc des
termes additionnels dans le calcul du taux R.
Cas de la naissance y = x∪u. Le sche´ma de remplacement est identique que
pour la mort, mais le taux calcule´ est le suivant :
RB(x,y) =
|K|
n(x) + 1
exp(−∆U
Tt
)
2.3.3 Sche´ma de de´croissance
Le but de la mise en oeuvre d’un recuit simule´ est l’obtention d’un minimum
global de l’e´nergie. Pour obtenir celui ci (voir [Van Lieshout, 1993]) il faudrait
mettre en oeuvre un sche´ma de de´croissance de la tempe´rature de type logarith-
mique, c’est a` dire une loi d’e´volution de la tempe´rature ayant la forme :
Tt =
C
1 + log(t)
Un tel sche´ma de de´croissance est tre`s lent. En pratique on le remplace donc par
un sche´ma ge´ome´trique comme :
Tt = T0γ
t 0 < γ < 1
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(a) MNE d’origine (IGN) (b) Extraction obtenue
Fig. 2.3: Re´sultat obtenu par le premier mode`le vu en 2D
ce qui correspond a` la loi d’e´volution suivante :
Tt+1 = γTt (2.11)
Ce sche´ma est en fait lui meˆme souvent remplace´ par un sche´ma ge´ome´trique
constant par morceaux, c’est a` dire un sche´ma ou` la tempe´rature reste constante
en ge´ne´ral et suit la loi d’e´volution ge´ome´trique de l’e´quation 2.11 en des instants
pe´riodiquement re´partis.
2.4 Re´sultats obtenus
2.4.1 Description
Nous pre´sentons ici les re´sultats obtenus sur une partie du MNE de la ville
d’Amiens. Il faut noter que pour ame´liorer la visualisation 3D, l’intersection n’est
pas teste´e sur les rectangles directement mais sur les rectangles issus d’une ho-
mothe´tie qui re´duit les longueurs de 10 %. Cela permet d’autoriser de le´ge`res
intersection pour ame´liorer la qualite´ du rendu visuel 3D.
2.4.2 Les re´sultats
Les figures 2.3 et 2.4 pre´sentent le re´sultat obtenu.
Il faut remarquer quelques effets de bord, comme par exemple dans le coin
supe´rieur gauche. Il faut noter par ailleurs que l’inte´rieur des cours est tre`s mal
de´crit par le mode`le : les structures fines sont mal de´tecte´es. Du point de vue
informatique, le re´sultat se pre´sente sous la forme d’un fichier texte de´crivant les
coordonne´es des rectangle obtenus dans l’image. Ce re´sultat a e´te´ obtenu en 20
minutes sur une machine Unix 500 Mhz, 250 M ram.
2.5 Analyse et commentaires
Ce premier re´sultat a e´te´ obtenu durant la premie`re anne´e de the`se. Il n’est
pas tre`s pre´cis, mais a permis de montrer la pertinence de l’approche utilise´e.
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(a) MNE d’origine (IGN) (b) Extraction obtenue
Fig. 2.4: Re´sultat obtenu par le premier mode`le en 3D apre´s une estimation
simple des formes de toits.
Il a e´galement permis de tracer les grandes lignes de re´flexions pour la suite du
travail.
2.5.1 Pre´cision du re´sultat
Le re´sultat obtenu n’est pas tre`s pre´cis. Cela vient du fait que la fonction jseuil
qui de´cide ce qu’est un baˆtiment acceptable, n’est pas tre`s exigeante (la condition
de seuil sur le taux de volume n’est pas une contrainte difficile). Si l’on veut aug-
menter la pre´cision, il faudra eˆtre plus exigeant sur cette condition d’attractivite´
d’une hypothe`se.
Cela pose un proble`me important : la qualite´ du minimum obtenu de´pend forte-
ment de la me´langeance de la chaˆıne de Markov. Il faut pouvoir explorer l’espace
d’e´tat de fac¸on suffisamment souple. Or si le sous ensemble S0 ⊆ S des rectangles
ve´rifiant l’hypothe`se d’attractivite´ est trop petit, l’algorithme stochastique d’ex-
ploration tel qu’il est utilise´ dans cette partie ne suffira pas pour explorer cor-
rectement les e´tats pertinents. Un axe de travail qui s’est impose´ a donc e´te´ :
comment explorer correctement un ensemble S0 tre`s petit par rapport a` S ?
2.5.2 Le proble`me du soft-core
La condition de minoration impose que le potentiel ainters dans le terme de
soft-core soit grand. Or le recuit simule´ ordonne en quelque sorte les configura-
tions. De`s le de´but de la de´croissance, il est difficile d’accepter la cre´ation d’une
intersection puisque la variation positive d’e´nergie induite est trop grande. Cela
signifie donc que de`s le de´but du recuit simule´, les configurations comportant des
intersections sont tre`s rares. Concre`tement, cela entraˆıne que pour un endroit
pertinent de l’image, une seule hypothe`se de baˆtiment est explore´e a` la fois. Il
faut noter que cela est duˆ a` l’aspect non baye´sien de l’attache aux donne´es.
Le proble`me du soft-core se traduit par deux axes d’exploration : peut-on imagi-
ner un mode`le baye´sien ? Et comment peut-on favoriser l’exploration de plusieurs
hypothe`ses pour un meˆme baˆtiment a` la fois ?
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2.5.3 Le mode`le a priori
On s’inte´resse ici au terme de re´gularisation Ureg, aussi appele´ “mode`le a priori”
par analogie avec le cadre baye´sien ou “champ interne” en re´fe´rence aux champs
de Markov. Dans l’exemple pre´sente´ dans ce chapˆıtre, le mode`le a priori est des
plus simples : il n’est constitue´ que d’un terme limitant la superposition des
rectangles.
Le but est d’introduire un terme re´gularisant utilisant des interactions attrac-
tives. Cela a e´te´ teste´ dans cet exemple, mais un des proble`mes qui s’est pose´ vient
de la complexite´ du paysage e´nerge´tique obtenu. Le terme re´gularisant donnait
alors une e´nergie trop complexe pour pouvoir eˆtre optimise´e simplement.
Par ailleurs, la construction d’un mode`le d’interaction attractive n’est pas une
chose aise´e en soi. En effet, on attend d’un mode`le en traitement d’image quelques
proprie´te´s d’invariance, dont l’invariance par rapport a` la taille des images.
Les questions pose´es par cet axe sont donc : peut-on de´finir simplement
des interactions attractives ? Et comment peut-on faire pour ne pas tomber
syste´matiquement dans des minima locaux une fois une telle e´nergie ajoute´e au
reste.
2.5.4 L’optimisation
On voit que dans les diffe´rents axes de prospectives mentionne´s pre´ce´demment,
la question de la qualite´ de l’exploration de l’e´tat par la Chaˆıne de Markov est
essentielle.
Une autre question qu’a souleve´e ce premier travail concerne la question de la
me´moire : peut-on introduire une forme de me´moire dans l’algorithme, et est-ce
utile ?
Le recuit simule´ a fait apparaˆıtre un point important. Au cours des simulations,
il est apparu un phe´nome`ne de tempe´ratures critiques : il semble que l’essen-
tiel de la de´croissance pourrait eˆtre plus rapide, et qu’il suffirait d’effectuer une
de´croissance tre`s lente en quelques valeurs critiques de la tempe´rature. Nous dis-
cuterons de cette question plus en de´tail.
2.5.5 L’Estimation des parame`tres
Les parame`tres de l’e´nergie ont e´te´ estime´s empiriquement dans ce premier tra-
vail. Une question naturelle qui se pose concerne l’estimation des parame`tres des
mode`les. Est-il possible de mettre en place des me´thodes et des mode`les pour
construire des techniques d’apprentissage de ces parame`tres ? Malheureusement,
c’est la` une des questions que nous avons laisse´es en suspend.
42 CHAPITRE 2. LA ME´THODE UTILISE´E
Deuxie`me partie
Fondements Mathe´matiques
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Introduction
Cette partie a pour but de pre´senter les fondements mathe´matiques sous tendant
ce travail. Les deux premiers chapitres rappellent des e´le´ments fondamentaux de
la the´orie des processus ponctuels et des chaines de Markov. Ils ne contiennent
aucune contribution particulie`re.
Le troisie`me chapitre de´taille l’algorithme d’e´chantillonnage de processus
ponctuels utilise´. Il contient quelques contributions personnelles et constitue le
coeur the´orique de la me´thode employe´e.
Ce troisie`me chapitre a e´te´ e´crit de fac¸on a` permettre au lecteur de le lire
sans ne´ce´ssiter la lecture des deux premiers chapitres, lesquels auraient puˆ figurer
en annexe.
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Chapitre 3
Processus Ponctuels
Ce chapitre a pour but de pre´senter quelques e´le´ments de la the´orie des processus
ponctuels, ainsi que quelques exemples illustratifs. Pour plus de de´tails, on pourra
se re´fe´rer a` [Van Lieshout, 2000] ou a` [Stoyan et al., 1995] d’ou` est tire´ l’essentiel
des e´le´ments pre´sente´s ici.
3.1 Premie`res de´finitions et notations
3.1.1 Le contexte mathe´matique
On s’inte´resse a` des ensembles non ordonne´s de points d’un espace donne´ χ,
par exemple R2.
De´finition 1 On appelle configuration un ensemble de´nombrable, non or-
donne´ de points de χ :
x = {x1, . . . , xn, . . .}
Pour pouvoir conside´rer des configurations ale´atoires, il faut ajouter des
contraintes sur χ. On choisit de conside´rer un espace χ muni d’une me´trique
d tel que (χ, d) soit complet et se´parable. Cette me´trique permet de de´finir
une topologie et une σ-alge`bre bore´lienne. En pratique, χ sera souvent un
sous-ensemble compact de Rd muni de la distance euclidienne.
De´finition 2 On dit d’une configuration x ⊆ χ qu’elle est localement finie
si dans tout borelien borne´ A ⊆ χ elle place un nombre Nx(A)
fini de points.
La famille de toutes les configurations localement finies
sera note´e N lf .
On de´finit alors la notion de processus ponctuel :
De´finition 3 Un processus ponctuel sur χ est une application X d’un es-
pace probabilise´ (Ω,A, P) dans N lf , telle que pour tout bore´lien
A ⊆ χ , N (A) = NX (A) est une variable ale´atoire (finie).
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Ce qui induit une nouvelle de´finition :
De´finition 4 Si l’espace χ est borne´ ou si NX (χ) est fini presque surement,
le processus ponctuel est dit processus ponctuel fini.
Les re´alisations d’un processus ponctuel X sont donc des configurations
ale´atoires de points tels que pour tout bore´lien A ⊆ χ le nombre de points
dans A soit une variable ale´atoire. Cela signifie qu’un processus ponctuel est
une variable ale´atoire a` valeur dans l’espace mesurable (N lf , N lf ), ou` N lf est
la plus petite σ-alge`bre telle que pour tout bore´lien borne´ A ⊆ χ l’application
x → Nx(A) soit mesurable.
La mesure de probabilite´ induite sur N lf est appele´e la loi de X .
3.1.2 Loi d’un processus ponctuel
La loi d’un processus ponctuel X devrait eˆtre la mesure image par l’application
X de P sur N lf . Mais comme N lf est de´finie par la mesurablite´ des applications
x → Nx(A) pour des bore´liens A ⊆ χ , l’analogue de la loi de probabilite´ pour des
variables ale´atoires dans un contexte de processus ponctuels est l’ensemble des
lois jointes des vecteurs (N(A1), . . . , N(Am)) ou` les Ai sont des bore´liens borne´s :
De´finition 5 La famille des lois en dimensions finie (fidis)d’un processus
ponctuel X sur un espace me´trique (χ, d) complet et se´parable
est la collection des lois jointes de (N(A1), . . . , N(Am)) pour
tout vecteur fini (A1 , . . . ,Am) de bore´liens borne´s Ai ⊆ χ, i =
1, . . . , m de longueur quelconque m ∈ N.
L’inte´reˆt de cette de´finition est justifie´ par le the´ore`me suivant (voir
[Daley et Jones, 1988]) :
The´ore`me 1 La loi d’un processus ponctuel X sur un espace me´trique com-
plet et se´parable (χ, d) est entie`rement de´termine´e par ses fidis.
Donc, deux processus ponctuels partageant les meˆmes fidis ont meˆme loi.
3.1.3 Processus ponctuels marque´s
Ce type de processus ponctuels a e´te´ de´crit par Daley dans [Daley et Jones, 1988]
De´finition 6 Soit (χ, d) et (K, d′) deux espaces me´triques, complets et
se´parables. Un processus ponctuel marque´ dont les posi-
tions sont dans χ et les marques dans K est un processus ponc-
tuel sur χ×K tel que le processus des points non-marque´s soit
un processus ponctuel bien de´fini.
Pour comprendre cette de´finition, il faut d’abord voir que l’espace χ × K
est me´trique, complet et se´parable de`s lors que l’on introduit la me´trique :
ρ((x, k), (y, l)) = max{d(x, y), d′(k, l)}
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Dans les cas ou` l’espace des marques K est fini, on peut prendre, par exemple :
K = {1, . . . , M} d′(k, l) = |k − l|
Alors, tout processus ponctuel Y sur l’espace produit χ × K fait apparaˆıtre un
processus ponctuel de points non-marque´s X bien de´fini. Pour le comprendre, il
nous faut conside´rer un bore´lien A ⊆ χ . Alors, le nombre de points non-marque´s
dans A peut eˆtre e´crit :
NX (A) =
i=M∑
i=1
NY (A× {i})
Par de´finition, chaque NY (A × {i}) est une variable ale´atoire finie, si bien que
NX (A) est aussi une variable ale´atoire finie. Par contre, dans le cas ou` K est
continu, il faut faire plus attention. Par exemple, un processus de poisson sur R3
(voir 3.2.3) n’est pas un processus ponctuel marque´ sur R2 avec ses marques dans
R, puisque
NX (A) = NY (A× R)
n’est pas ne´cessairement fini pour un bore´lien A ⊆ R2 quelconque.
Exemple. Un processus ponctuel multi dimensionnelY = (X1 , . . .XM ) peut
eˆtre vu comme un processus ponctuel marque´ dont les marques de´finissent le
nume´ro de la composante. Comme l’espace des marques est fini, le processus
X =
⋃i=M
i=1 Xi des points non-marque´s est bien de´fini.
3.1.4 Processus ponctuels simples
On s’intere´sse maintenant a` la multiplicite´ e´ventuelle des points d’une confi-
guration. En pratique, il est rare de travailler avec des processus ponctuels qui
contiennent des points situe´s exactement au meˆme endroit. Soit N lfs l’ensemble
des configurations localement finies x ne contenant que des points distincts, c’est
a` dire telles que Nx({x}) ∈ {0, 1} ∀x ∈ x.
Pour ve´rifier que N lfs est N lf -mesurable, il suffit de noter que, comme χ est
se´parable, il peut eˆtre recouvert par une union de´nombrable de boules ouvertes
B(xi, (
1
2)
j) de rayon arbitrairement petit. Par conse´quent,
N lfs =
∞⋃
j=1
{ω ∈ Ω : N (B(xi, 1
2j
)) ∈ {0, 1}} ∈ N lf
De´finition 7 Un processus ponctuel X est dit simple s’il prend ses valeurs
dans N lfs presque surement.
Il est inte´ressant de travailler avec les processus ponctuels simples puisque,
pour connaˆıtre la loi d’un tel processus ponctuel, il suffit de connaˆıtre les
probabilite´s vides :
v(A) = P(N(A = 0))
pour une classe suffisamment grande d’ensembles A ⊆ χ .
The´ore`me 2 La loi d’un processus ponctuel simple X sur un espace me´trique
complet et se´parable (χ, d) est uniquement de´termine´e par les
probabilite´s vides des bore´liens borne´s A ⊆ χ .
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Il faut se re´fe´rer a` [Van Lieshout, 2000] pour une de´monstration assez technique.
3.2 Processus ponctuels finis
La plupart des processus ponctuels utilise´s en pratique sont observe´s dans une
re´gion borne´e. Cette re´gion peut eˆtre dicte´e par l’application tout comme elle peut
re´sulter d’un choix volontaire pour limiter la taille de l’espace d’inte´reˆt. Dans tous
les cas, les re´alisations du processus ponctuel contiennent presque surement un
nombre fini de points.
Nous verrons plus loin qu’il y a une raison the´orique importante qui nous fait
conside´rer cette classe de processus pontuels. La notion de densite´ est en effet
difficile a` mettre en place pour des processus qui ne sont pas finis.
3.2.1 Construction.
Pour construire un processus ponctuel fini, on peut utiliser :
1. Une distribution de probabilite´ discre`te (pn)n∈N pour le nombre de points
2. Une famille de densite´s de probabilite´ syme´triques jn(x1, . . . , xn), n ∈ N
sur χn pour les positions des points.
Le deuxie`me point implique que l’on suppose que χ soit e´quipe´ d’une mesure
bore´lienne ν(.) de manie`re a` pouvoir de´finir les densite´s jn par rapport a` la
mesure produit ν(.)n.
On peut alors construire un processus ponctuel X de la manie`re suivante : On
conside´re N (χ) une variable ale´atoire de loi (pn)n, et on conditionne ensuite par
rapport aux e´ve`nenements N (χ) = n : on prend (X1, . . . ,Xn) ∈ χn un vecteur
ale´atoire de loi jn(., . . . , .) La condition de syme´trie est ne´cessaire puisqu’une
configuration est indiffe´rente a` l’ordre dans lequel ses points sont recense´s. Il
convient de ve´rifier toutefois si l’on peut passer le´galement de vecteurs ordonne´s
a` des vecteurs non ordonne´s. Ce point est important pour nous puisqu’il nous
servira dans des de´monstrations ulte´rieures ou` l’on basculera des configurations
aux n-uplets, et re´ciproquement.
De´finissons d’abord N f comme l’ensemble des configurations finies. Ensuite,
appelons N f la plus petite σ-alge`bre pour laquelle les applications x → Nx(A)
(A bore´lien borne´) sont mesurables. On de´finit ensuite les sous ensembles de N f
suivants :
Nn = {x ∈ N f : Nx(χ) = n}
et, a` chacun de ces ensembles, on associe une σ-alge`bre N fn en prenant la trace
de N f sur Nn.
Conside´rons maintenant les fonctions fn : χ
n → Nn qui a` des vecteurs de taille n
associent des configurations de n points. Les fn sont mesurables par rapport a` la
σ-alge`bre des bore´liens, et graˆce a` leur invariance par permutation, mesurables par
rapport a` la σ-alge`bre Bs(χn) des bore´liens syme´triques dans χn. Par hypothe`se,
pour tout n, jn(., . . . , .) est une densite´ invariante par permutation et est donc
Bs(χn)-mesurable.
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Conside´rons la fonction in : Nn → R sur les configurations de n points :
in(x) =
1
n!
∑
ϕ
jn(ϕ((x)))
ou` l’on somme sur toutes les applications ϕ qui a` une configuration associent l’un
des n-uplets correspondant. (Ces n-uplets diffe`rent par des permutations, il y a
donc n! ϕ diffe´rentes.) On a donc : in ◦ fn = jn.
Montrons que in est mesurable.
Soit A ⊆ χ un bore´lien borne´. On doit ve´rifier que i−1n (A) ∈ N fn . Or fn
est surjective, donc :
i−1n (A) = fn(f
−1
n (i
−1
n (A))) = fn(j
−1
n (A))
Comme jn est mesurable par rapport a` la σ alge`bre des bore´liens syme´triques, il
suffit de montrer que fn(B) ∈ N fn pour tout B ∈ Bs(χn).
De´finissons la σ-alge`bre
An = {B ∈ Bs(χn) : fn(B) ∈ N fn }.
Alors An contient tous les rectangles An ou` A est un bore´lien borne´ et, puisque
de tels rectangles ge´ne`rent Bs(χn), il suit que An = Bs(χn).
Par conse´quent fn(B) ∈ N fn pour tout B ∈ Bs(χn), et il y a une correspondance
entre les fonctions sur l’espace des configurations Nn et les fonctions syme´triques
sur χn.
3.2.2 Processus ponctuel binomial
Soit χ un compact de Rd de volume strictement positif µ(χ). Un processus
ponctuel binomial est de´fini comme l’union
X = {X1, . . . ,Xn}
d’un nombre n fixe´ de points inde´pendants et uniforme´ment distribue´s X1, . . . ,Xn.
Comme P(Xi = Xj) = 0 pour tout i 6= j, X est simple. De plus, comme P(N (χ) =
n) = 1, le processus binomial est fini avec :
pm =
{
0 si m 6= n
1 si m = n
Les points Xi sont uniforme´ment distribue´s, donc :
jn(x1, . . . , xn) =
(
1
µ(χ)
)n
On le voit, les jn sont invariantes par permutation.
Le processus binomial doit son nom au fait que pour tout bore´lien A ⊆ χ ,
N (A) =
i=n∑
i=1
1A(Xi)
suit une loi binomiale de parame`tres n et µ(A)/µ(χ).
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3.2.3 Processus ponctuel de Poisson
Les processus ponctuels de Poisson sont les processus les plus e´le´mentaires
puisque, physiquement, ils traduisent la notion d’uniformite´.
De´finition 8 Soit ν(.) une mesure bore´lienne sur un espace me´trique et
se´parable (χ, d) tel que ν(χ) > 0 et ν(A) < ∞ pour tout
bore´lien borne´ A. (Une telle mesure est dite localement finie.)
Un processus ponctuel X sur χ est appele´ un processus
ponctuel de Poisson de mesure d’intensite´ ν(.) si :
P1. N (A) suit une loi de Poisson d’espe´rance ν(A) pour tout
bore´lien borne´ A ⊆ χ .
P2. Pour k bore´liens disjoints A1, . . . ,Ak , les variables
ale´atoires N (A1). . . . ,N (Ak) sont inde´pendantes.
Si ν(.) est non atomique, le processus de Poisson est simple. Il est fini si
ν(χ) < ∞.
Lorsque χ = Rd, on parle de processus de Poisson homoge`ne lorsque la
mesure d’intensite´ est λµ(.) ou` µ est la mesure de Lebesgue et λ un parame`tre
strictement positif. On appelle alors ce parame`tre l’intensite´ du processus.
La proprie´te´ P2 peut eˆtre interprete´e comme une proprie´te´ de non-corre´lation
spatiale totale, puisqu’elle affirme que ce qui se passe a` l’inte´rieur d’une feneˆtre
quelconque est totalement inde´pendant de ce qui se passe a` l’exte´rieur. Le
the´ore`me suivant pre´cise cette ide´e, en affirmant que les points d’un processus
ponctuel de Poisson se comportent ale´atoirement et n’interagissent pas les uns
avec les autres.
The´ore`me 3 Soit X un processus ponctuel de Poisson sur un espace me´trique
complet et se´parable (χ, d) de mesure d’intensite´ ν(.), et A ⊆
χ un bore´lien borne´.
Alors, conditionellement a` {N (A) = n}, X restreint a` A
suit la loi d’un processus binomial de points inde´pendants, ν-
uniforme´ment distribue´s sur A.
La preuve repose sur le the´ore`me 2 :
Soit un bore´lien B ⊆ A. La mesure de probabilite´ vide de B , sachant qu’il y a n
points dans A est donne´e par :
νA(B) = P (N (B) = 0 | N (A) = n) = P (N (B) = 0 ; N (A\B) = n)
P (N (A) = n)
Graˆce a` P2 on sait que N(A) et N(A\B) sont inde´pendantes. De plus N (A),N (B)
et N (A\B) suivent une loi de Poisson d’apre`s P1. Donc :
νA(B) =
(
ν(A\B)
ν(A)
)n
ce qui coincide avec les probabilite´s vides de B pour n points inde´pendants et de
loi ν-uniforme. Comme B est quelconque, l’application du the´ore`me 2 termine la
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preuve.
3.2.4 Processus ponctuels finis de´finis par une densite´
L’objectif de cette partie est de construire des mode`les de processus ponctuels
par leur densite´ de probabilite´ (de´rive´e de Radon-Nikodym) par rapport a` un
processus de Poisson de re´fe´rence.
Cas des processus ponctuels non finis
Le lemme suivant montre qu’il est difficile de de´finir des densite´s pour des
processus ponctuels qui ne sont pas finis.
Lemme 4 Soient Xλ et Xµ deux processus de Poisson homoge`nes sur R
d,
de´finis sur le meˆme espace probabilise´ (Ω,A,P) , de mesure
d’intensite´ respective λ et µ.
Si λ 6= µ, alors la loi de Xλ n’est pas absolument continue par
rapport a` la loi de Xµ.
Preuve : Conside´rons la familles (Bn)n des boules ferme´es centre´es en l’origine,
de rayon tel que le volume de Bn soit e´gal a` n. Pour tout ν > 0, posons :
Eν =
{
ω ∈ Ω : NXν(ω)(Bn)
n
→ ν
}
Pour i ∈ {1, 2, . . .}, posons Li = Bi \ Bi−1. Les Li sont disjoints, et d’apre`s la
de´finition des processus de Poisson, sous la loi de Xλ, les variables ale´atoires N (Li)
sont inde´pendantes, et ont pour loi une loi de Poisson d’espe´rance λ. D’apre`s la
loi forte des grands nombres, on a donc :
1
n
N (Bn) =
1
n
n∑
i=1
N (Li) → EXλ [N (L1)] = λ p.s.
On en conclut que P(Xλ ∈ Xλ(Eλ)) = 1 et que P(Xµ ∈ Xµ(Eµ)) = 1. C’est une
sorte de loi forte des grands nombres spatiale : lorsque les boules grandissent,
les re´alisations du processus ponctuel Xν obe´issent de mieux en mieux a` la
contrainte “le nombre moyen de points par unite´ de volume” est ν.
Comme Xλ(Eλ) et Xµ(Eµ) sont disjoints (car λ 6= µ), on en de´duit que la loi de
Xλ n’est pas absolument continue par rapport a` celle de Xµ.
On se souvient que la de´finition d’un processus ponctuel fini impose que
le nombre total de points dans l’espace conside´re´ soit fini presque surement.
Donc, si l’on remplace les processus homoge`nes ci-dessus par des processus
ponctuels finis, le nombre moyen de points par unite´ de volume ne tend plus vers
l’intensite´ lorsque l’on augmente la taille du volume d’inte´reˆt mais vers ze´ro. La
preuve ci dessus ne s’applique donc plus.
Cas des processus ponctuels finis
Dans la suite de ce paragraphe, on conside`re (χ, d) un espace me´trique complet
et se´parable, et pi(.) la distribution d’un processus de Poisson sur χ de mesure
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d’intensite´ finie et non-atomique ν(.).
Soit p : N f → [0,∞[ une fonction positive, mesurable, de´finie sur l’espace des
configurations finies de points, telle que :∫
N f
p(x)dpi(x) = 1. (3.1)
Alors p(.) est une densite´ de probabilite´ et de´finit un processus ponctuel X sur
χ. Comme le processus de Poisson dominant est fini et simple, il en va de meˆme
pour X . Pour interpre´ter et justifier la formule 3.1, il faut e´crire N f comme une
union parcourant les familles Nn des configurations de n points :
N f =
∞⋃
n=0
Nn
Le volume de N fn est ν(χ)n/n!. Ce n! est ne´cessaire puisque χn est ordonne´ tandis
que N lf ne l’est pas. Et donc :
ν(N f ) =
∞∑
n=0
ν(χ)n
n!
= eν(χ)
De ces conside´rations et de la de´finition du processus de Poisson, on de´duit que
d’une part, la loi du nombre total de points d’un processus de´fini par sa densite´
p(.) est donne´ par la famille (pn)n∈N :
pn =
e−ν(χ)
n!
∫
χ
· · ·
∫
χ
p({x1, . . . , xn})dν(x1) · · · dν(xn) (3.2)
et que d’autre part, conditionnellement aux e´veˆnements {N (χ) = n}, les n points
ale´atoires ont pour densite´ jointe par rapport a` νn(.) :
jn(x1, . . . , xn) =
p({x1, . . . , xn)}∫
χ · · ·
∫
χ p({x1, . . . , xn})dν(x1) · · · dν(xn)
(3.3)
3.3 Processus ponctuels de Markov
La de´finition intuitive des processus ponctuels de Markov est assez simple : il
s’agit de processus ponctuels finis de´finis par une densite´ et dont la connaissance
locale ne de´pend que d’un certain voisinage.
Les processus ponctuels de Markov sont tre`s utilise´s pour diffe´rentes applica-
tions. En traitement d’image leur avantage est de permettre une implantation
informatique facile. Historiquement, ils ont e´galement e´te´ tre`s utilise´s en phy-
sique statistique, entre autre sous le nom de processus ponctuels de Gibbs. La
particularite´ de ces processus de Gibbs est de pre´senter des densite´s sous une
forme e´nerge´tique en utilisant des potentiels d’interaction entre les points d’une
re´alisation du processus ponctuel. Pour plus de de´tails, on pourra se re´fe´rer a`
[Banorff-Nielsen et al., 1999],[Stoyan et al., 1995] ou encore a` [Preston, 1976] et
[Ruelle, 1970].
Nous pre´sentons ici rapidement quelques de´finitions et proprie´te´s des processus
ponctuels de Markov.
On conside`re une relation syme´trique et re´flexive ∼ sur χ. On dit que deux
points u et v de χ sont voisins si u ∼ v. Par exemple, on peut conside´rer la
relation de proximite´ sur χ = R2 :
u ∼ v ⇔ d(u, v) ≤ R
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pour un re´el R quelconque.
De´finition 9 Le voisinage ∂(A) d’un ensemble A ⊆ χ est de´fini comme
l’ensemble :
∂(A) = {x ∈ χ : ∃a ∈ A x ∼ a}
Ripley et Kelly donnent la de´finition suivante d’un processus ponctuel de
Markov : (voir [Ripley et Kelly, 1977]).
De´finition 10 Soit (χ, d) un espace me´trique complet et se´parable, ν(.) une
mesure bore´lienne finie non atomique, et piν(.) la loi d’un
processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensite´ ν(.).
Soit X un processus ponctuel sur χ de´fini par sa densite´ p(.)
par rapport a` piν(.).
Alors X est un processus ponctuel de Markov sous
la relation syme´trique et re´flexive ∼ sur χ si pour tout x ∈ N f
telle que p(x) > 0,
– (a) p(y) > 0 pour tout y ⊆ x ;
– (b) pour tout u ∈ χ, p(x ∪ {u})/p(x) ne de´pend que de u et
∂({u}) ∩ x = {x ∈ x : u ∼ x}.
Le the´ore`me suivant permet d’exprimer la densite´ d’un processus de Mar-
kov sous une forme plus pratique. Pour cela, il faut d’abord poser une de´finition :
De´finition 11 Soit ∼ une relation de voisinage syme´trique et re´flexive sur
χ. Une configuration x ∈ N f est appele´e clique si tous les
e´le´ments de x sont voisins les uns des autres, c’est a` dire si :
∀u, v ∈ x u ∼ v
Par convention la configuration vide est une clique e´galement.
On peut ensuite de´montrer le the´ore`me suivant (voir [Ripley et Kelly, 1977]),
qui est l’e´quivalent du the´ore`me d’Hammersley-Clifford pour les processus
ponctuels :
The´ore`me 5 Une densite´ de processus ponctuel p : N f → [0,∞[ est marko-
vienne sous une relation de voisinage ∼ si et seulement si il
existe une fonction mesurable φ : N f → [0,∞[ telle que :
p(x) =
∏
cliques y⊆x
φ(y) (3.4)
pour tout x ∈ N f .
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Une autre formulation peut eˆtre donne´e avec un produit sur tous les sous-
ensembles de x en imposant a` φ de valoir 1 sur les sous ensembles n’e´tant pas
des cliques.
3.4 Exemples.
On se place sur χ = R2, et on conside`re un sous ensemble borne´ K ⊆ χ muni
de la mesure de lebesgue λ(.). On de´finit des densite´s par rapport a` un processus
ponctuel de Poisson sur K, d’intensite´ λ(.). Un tel processus est simple et fini,
comme il se doit pour pouvoir de´finir des densite´s de processus.
3.4.1 Parame`tres d’intensite´.
On conside´re d’abord des processus ayant une densite´ h(.) de la forme :
h(x) = α.βn(x)
ou` β > 0 et n(x) repre´sente le nombre de points d’une configuration x. Une telle
densite´ est inte´grable et α est la constante de normalisation. La constante β est
un parame`tre qui permet de jouer sur l’intensite´ du processus. Celle ci vaut alors
βλ(.).
Il est inte´ressant de remarquer que ce β est un parame`tre d’e´chelle : de manie`re
e´quivalente on peut changer le borne´ K d’inte´reˆt en posant K ′ tel que λ(K ′) =
βλ(K).
3.4.2 Processus de Strauss.
On conside´re une densite´ de la forme :
p(x) = α.βn(x)
∏
i<j
g(xi, xj) x = {x1, . . . , xn(x)} (3.5)
Ou` la fonction g ve´rifie :
g(xi, xj) =
{
γ, si d(xi, xj) < r
1, si d(xi, xj) ≥ r
Avec 0 ≤ γ et r > 0. Un tel processus est appele´ processus de Strauss. Il s’agit
d’un processus de Markov sous la relation ∼ de proximite´ :u ∼ v ⇔ d(u, v) < r.
On peut avoir une expression plus simple de cette densite´ sous la forme donne´e
par le the´ore`me de Hammersley-Clifford e´tendu aux processus ponctuels :
p(x) = αβn(x)γs(x) (3.6)
ou` s(x) repre´sente le nombre de paires de points en relation dans la configuration
x. Reste a` e´tudier l’influence de γ :
– Pour γ = 1 on retrouve un processus ponctuel de Poisson sur notre bore´lien
borne´ K d’intensite´ βλ(.).
– Pour γ ∈]0, 1[, le processus montre une re´pulsion entre les points proches au
sens de la relation ∼.
– Avec γ = 0 on obtient ce que l’on appelle un Hard core process. La densite´
interdit d’avoir deux points de la configuration qui soient voisins.
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Le cas γ > 1 est le cas qui inte´ressait Strauss ([Strauss, 1975]) puisqu’il devait
permettre de manifester une attraction entre les points d’une re´alisation. Malheu-
reusement, dans ce cas la`, la densite´ n’est pas inte´grable, a` moins de multiplier
cette densite´ par un terme du type 1{n(x) ≤ n0} pour un entier n0 fixe´.
Il y a deux fac¸ons de voir que cette densite´ n’est pas inte´grable :
– La premie`re, propose´e par Van Lieshout et Baddeley
([Baddeley et Van Lieshout, 1993]), repose sur une optique combina-
toire : intuitivement, plus on ajoute de points sur un petit espace et plus la
densite´ augmente vite.
– La deuxie`me interpre´tation, propose´e par Geyer ([Geyer, 1999]), repose sur les
familles exponentielles. Elle est tre´s inte´ressante puisqu’elle propose un for-
malisme pour e´tudier les comportements limites du processus par les familles
exponentielles.
Nous reviendrons plus loin sur cet exemple et les proble`mes qu’il soule`ve.
3.5 Quelques proprie´te´s ge´ne´rales des processsus
ponctuels
3.5.1 Mesure et the´ore`me de Campbell.
Il s’agit ici de de´finir des outils qui expriment des grandeurs moyennes ou
d’ordre supe´rieur sur les processus ponctuels. Pour cela, le meilleur moyen est
d’utiliser le fait que pour tout bore´lien borne´ A, N (A) est une variable ale´atoire :
les moments de N (A) fournissent des statistiques tre`s utiles.
De´finition 12 Soit X un processus ponctuel sur un espace me´trique complet
et se´parable (χ, d). Pour tout bore´lien borne´ A ⊆ χ et tout
F ∈ N lf , on de´finit les grandeurs :
M(A) = E[N (A)]
et :
C(A× F ) = E[N (A).1{X ∈ F}]
Le lemme suivant donne les conditions sous lesquelles les fonctions ensem-
blistes M(.) et C(. × .) peuvent eˆtre prolonge´es en mesures sur la σ-alge`bre
bore´lienne B(χ) de χ et la σ-alge`bre produit B(χ)×N lf .
Lemme 6 Si la fonction M(.) introduite dans la de´finition 11 est finie sur
les bore´liens borne´s, alors M(.) peut eˆtre prolonge´e de manie`re
unique en une mesure σ-finie sur les bore´liens de χ.
On l’appelle alors mesure du moment de premier ordre.
La fonction C(. × .) peut eˆtre prolonge´e de manie`re unique en
une mesure σ finie sur la σ alge`bre produit obtenue a` partir de
B(χ) et N lf .
On l’appelle alors la mesure de Campbell de premier
ordre.
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La mesure du moment de premier ordre peut eˆtre exprime´e graˆce a` la
mesure de Campbell de la manie`re suivante :
C(A×N lf ) = E[N (A)] = M(A)
pour tout bore´lien borne´ A. Par conse´quent, C(.) est finie si et seulement si M(.)
est finie, c’est a` dire si et seulement si E[N (χ)] < ∞. Les mesures de Campbell
d’ordres supe´rieurs sont de´finies suivant le meˆme principe, par exemple :
C(2)(A× B × F ) = E[N (A)N (B).1{X ∈ F}]
Les mesures de Campbell sont importantes lorsque l’on travaille avec des proces-
sus ponctuels. Supposons que l’on regarde une grandeur g(x,X) en chaque point
x d’une re´alisation x de X . Par exemple g(x,x) peut eˆtre la distance entre x
et le point le plus proche de la re´alisation x. Le the´ore`me suivant permet d’affir-
mer que l’espe´rance E[
∑
x∈X g(x,X )] est l’inte´grale de g(., .) contre la mesure de
Campbell.
Du point de vue pratique, cela nous est utile pour avoir des crite`res de
convergence pour nos algorithmes. Une autre utilisation de cette mesure
concerne la de´finition de l’intensite´ conditionnelle d’un processus ponctuel (voir
[Van Lieshout, 2000]).
The´ore`me 7 Formule de Campbell-Mecke
Soit g : χ× N lf → R une fonction mesurable. Si g est positive
ou alors inte´grable par rapport a` la mesure de Campbell, on a :
E
[∑
x∈X
g(x,X )
]
=
∫
χ
∫
N lf
g(x,X )dC(x,X ) (3.7)
Si la fonction g ne de´pend pas du processus ponctuel X , la
formule de Campbell Mecke se re´duit a` :
E
[∑
x∈X
g(x)
]
=
∫
χ
g(x)dM(x) (3.8)
pourvu que la mesure du moment de premier ordre M(.) existe
et soit finie sur les bore´liens.
En particulier, pour un processus de Poisson homoge`ne d’intensite´ λ > 0,
E
[∑
x∈X
g(x)
]
= λ
∫
χ
g(x)dx
3.5.2 Lois conditionnelles.
Il existe deux fac¸ons naturelles de conditionner la loi d’un processus ponctuel :
– Le conditionnement inte´rieur : on cherche a` exprimer la loi conditionnelle
d’un processus ponctuel sachant qu’il y a un de ses points en x ∈ χ. Ce type
de conditionnement est formalise´ par la the´orie de Palm.
– Le conditionnement exte´rieur : on cherche a` exprimer la loi condi-
tionnelle d’un point x ∈ χ connaissant la configuration sur χ \ {x}. Ce
type de conditionnement est formalise´ par la densite´ conditionnelle de
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Papangelou.
Le conditionnement inte´rieur est tre`s inte´ressant de`s lors que l’on dispose
de la proprie´te´ d’invariance de la loi du processus ponctuel par translation.
En particulier il permet de de´finir et d’utiliser des statistiques spatiales (voir
[Mecke et Stoyan, 2000] et [Stoyan et al., 1995]). Dans nos applications, nous ne
disposons pas de telles proprie´te´s. Nous nous limitons donc au second type de
conditionnement.
Le conditionnement exte´rieur. Commenc¸ons par une pre´sentation intuitive
de la densite´ conditionnelle de Papangelou λ(.; .) associe´e a` un processus
ponctuel simple X . On peut l’interpre´ter comme
λ(x;x) dx = P(N (dx) = 1|X ∩ (dx)c = x ∩ (dx)c),
ce qui repre´sente la probabilite´ infinite´simale de trouver un point dans une re´gion
dx autour de x ∈ χ connaissant la configuration x du processus ponctuel partout
ailleurs qu’en dx.
Pout de´finir cette densite´ conditionnelle plus proprement, il est ne´cessaire
d’introduire la notion de mesure de Campbell re´duite.
De´finition 13 Soit X un processus ponctuel simple, sur un espace me´trique
complet et se´parable (χ, d). On de´finit :
C !(A× F ) = E
[ ∑
x∈X∩A
1 {X \ {x} ∈ F}
]
Pour tout bore´lien borne´ A ⊆ χ et F ∈ N lf .
De la meˆme manie`re que dans le paragraphe pre´ce´dent, on peut prolonger
cette fonction en une mesure σ-finie unique sur la σ-alge`bre produit B(χ)×N lf .
L’e´quivalent de la formule de Cambell-Mecke donne :
E
[∑
x∈X
g(x,X \ {x})
]
=
∫
χ
∫
N lf
g(x,x) dC !(x,x). (3.9)
pout toute fonction mesurable g(., .) qui soit ou bien positive ou bien inte´grable.
Supposons que pour un bore´lien borne´ fixe´ A ∈ B(χ), C !(A× .) soit absolument
continue par rapport a` la loi P(.) de X . Alors,
C !(A× F ) =
∫
F
Λ(A;x) dP(x)
pour une fonction mesurable Λ(A; .) est de´finie de manie`re unique a` un ensemble
P ne´gligeable pre`s. De plus, (voir [Daley et Jones, 1988]) on peut en trouver une
version telle que pour x fixe´, Λ(.;x) soit une mesure bore´lienne localement finie,
que l’on appelle noyau de Papangelou du premier ordre.
Si Λ(.;x) admet une densite´ λ(.;x) par rapport a` une mesure de re´fe´rence ν(.)
sur χ, 3.9 se factorise sous la forme :
E
[∫
χ
g(x,X )λ(x;X )dν(x)
]
(3.10)
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On appelle alors la fonction λ(.; .) l’intensite´ conditionnelle de Papangelou.
Le cas ou` X est domine´ par un processus ponctuel de Poisson est parti-
culie`rement important :
The´ore`me 8 Soit X un processus ponctuel fini de´finit par une densite´ p(x)
par rapport a` un processus ponctuel de Poisson de mesure d’in-
tensite´ finie et non-atomique ν(.). Alors X a une intensite´
conditionnelle de Papangelou :
λ(u; (x)) =
p(x ∪ {u})
p(x)
(3.11)
pour u 6∈ x et x ∈ N f .
Preuve : On utilise la caracte´ristation inte´grale donne´e par les e´quations
3.9 et 3.10. Pour cela, conside´rons g : χ × N lf → R une fonction positive ou
inte´grable. En injectant 3.11 dans 3.10, et en utilisant le fait que la loi de X est
donne´e par une densite´ p(.), on obtient :
E
[∫
χ
g(u,X )λ(u;X )dν(u)
]
=
∞∑
n=0
e−ν(χ)
n!
∫
χn+1
g(u, {x1, . . . , xn})p({x1, . . . , xn} ∪ {u})
p({x1, . . . , xn}) p({x1, . . . , xn})
dν(x1) · · · dν(xn)dν(u) =
∞∑
n=0
e−ν(χ)
n!
1
n + 1
∫
χn+1
n+1∑
i=1
g(xi, {x1, . . . , xn+1} \ {xi})p({x1, . . . , xn+1})
dν(x1) . . . dν(xn+1) =
∞∑
n=1
e−ν(χ)
n!
∫
χn
n+1∑
i=1
g(xi, {x1, . . . , xn} \ {xi})p({x1, . . . , xn})
dν(x1) · · · dν(xn)
Comme cette dernie`re expression s’identifie a` l’espe´rance dans le membre de
gauche de l’e´quation 3.9, et que g(.; .) est quelconque, on en conclut que λ(.; .)
satisfait la repre´sentation inte´grale et la preuve est comple`te. Il faut noter que les
e´tapes de cette de´monstration nous resservirons plus loin.
Chapitre 4
Chaˆınes de Markov
4.1 Premie`res de´finitions
4.1.1 Notions fondamentales
Dans toute cette partie, on conside`re un espace probabilise´ (Ω,A,P) ainsi qu’un
espace χ muni de sa tribu B(χ) et des variables ale´atoires a` valeur dans (χ,B(χ))
Commenc¸ons par quelques de´finitions :
De´finition 14 Noyau de transition
C’est une fonction K de´finie sur χ× B(χ) telle que :
1 ∀x ∈ χ, K(x, .) est une mesure de probabilite´.
2 ∀A ∈ B(χ), K(., A) est mesurable.
Cette de´finition nous permet d’en donner une autre :
De´finition 15 Une chaˆıne de Markov est une suite de variable ale´atoires
(Xn)n∈N a` valeur dans χ telle que, pour tout entier k ∈ N et
A ∈ B(χ)
P(xk+1 ∈ A|x0, . . . , xk) = P(Xk+1 ∈ A|xk) (4.1a)
=
∫
A
K(xk, dx) (4.1b)
En ge´ne´ral, on restreint l’e´tude des chaˆınes de Markov aux chaˆınes de
Markov homoge`nes, c’est a` dire aux chaˆınes de Markov telles que la loi de
(Xt1 , . . . , Xtk) sachant x0 soit la meˆme que la loi de (Xt1−t0 , . . . , Xtk−t0) sachant
x0 pour tout k et tout (k + 1)-uplets t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk.
Quelques notations.
Quelques rappels sont faits ci-dessous pour comprendre l’utilisation du noyau
K, ainsi que pour donner quelques notations usuelles :
Px(X1 ∈ A1) = K(x, A1)
Px(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2) =
∫
A1
K(y, A2)K(x, dy)
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Px((X1, . . . , Xn) ∈ A1×· · ·×An) =
∫
A1
· · ·
∫
An
K(yn−1, An)K(yn−2, dyn−1) . . .K(x, dy)
Suivent d’autres notations lie´es aux transitions en n e´tapes :
K1(x, A) = K(x, A)
Kn(x, A) =
∫
χ
Kn−1(y, A)K(x, dy)
Pour finir ce paragraphe de notations, il convient d’expliquer les notations sui-
vantes :
– Px(.) note la loi de la chaˆıne (Xn)n avec X0 = x
– Pµ(.) note la loi de la chaˆıne avec une distribution initale : X0 ∼ µ.
– Eµ[.] note l’espe´rance associe´e a` la loi Pµ(.).
Proprie´te´s premie`res des chaˆınes de Markov.
On retrouve ici des proprie´te´s ususelles telles que les e´quations de Chapman-
Kolmogorov, la proprie´te´ de Markov faible et la proprie´te´ de Markov forte. Nous
ne nous e´tendons pas sur ces proprie´te´s usuelles et intuitives. Pour plus de de´tails
on peut se re´fe´rer a` [Robert et Casella, 1999]. Robert et Casella de´finissent a` cet
endroit de la the´orie le noyau re´solvant qui est un outil the´orique important pour
les de´monstrations des propositions et the´ore`mes qui vont suivre.
Re`gles d’arreˆt et grandeurs associe´es.
De´finition 16 On appelle re`gle d’arreˆt toute fonction ζ(x1, . . . , xn, . . .) a` va-
leur dans N telle que les e´veˆnements {ζ = n} soient mesurables
pour la tribu engendre´e par (X0, . . . , Xn).
Un exemple important de re`gle d’arreˆt est le suivant : pour un ensemble
A ⊆ χ , on appelle temps d’arreˆt en A le premier instant n ou` la chaˆıne passe
par cet ensemble :
τA = inf{n ≥ 1; Xn ∈ A} (4.2)
par convention, τA = ∞ si la chaˆıne ne passe jamais par A. Il est clair que
l’e´veˆnement {τA = n} ne de´pend que des variables ale´atoires (X0, . . . , Xn). Dans
le meˆme esprit, on de´finit une autre grandeur ale´atoire, le nombre de passage
en A :
ηA =
∞∑
n=1
1A(Xn) (4.3)
On va voir que ces variables ale´atoires sont d’une importance capitale dans l’e´tude
des chaˆınes de Markov, et en particulier les deux grandeurs associe´es : Ex[ηA] et
Px(τA < ∞) qui, intuitivement, repre´sentent le nombre moyen de passages en A
de la chaˆıne de markov et la probabilite´ d’aller en un temps fini en A.
4.1.2 Irre´ductibilite´.
Dans toute cette partie, ϕ repre´sente une mesure sur χ.
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De´finition 17 On conside`re (Xn) une chaˆıne de Markov de noyau de tran-
sition K. Cette chaˆıne est dite ϕ-irre´ductible si pour tout
A ⊆ χ tel que ϕ(A) > 0 les deux proprie´te´s (e´quivalentes) sui-
vantes sont ve´rifie´es :
– pour tout x ∈ χ, ∃n tel que Kn(x, A) > 0
– pour tout x ∈ χ, Px(τA < ∞) > 0
Intuitivement, une chaˆıne est irre´ductible si tout ensemble non ne´gligeable au
sens de ϕ est atteignable en un temps fini avec une probabilite´ non nulle.
Proposition 9 La chaˆıne de markov (Xn) est ϕ-irre´ductible si et seulement si
pour tout x ∈ χ et tout A ⊆ χ tel que ϕ(A) > 0, on a :
Ex[ηA] > 0 (4.4)
Une proprie´te´ inte´ressante des chaˆınes irre´ductibles sur laquelle nous ne
nous e´tendons pas ici concerne l’existence d’une mesure pour laquelle la chaˆıne
est irre´ductible dominant (au sens de l’absolue continuite´) toute mesure pour
laquelle la chaˆıne est irre´ductible et qui permet d’avoir une forme de re´ciproque
de l’irre´ductibilite´ : un ensemble ne´gligeable au sens de cette mesure n’est jamais
atteint en un temps fini, sauf peut-eˆtre en partant d’un ensemble de points
lui-meˆme ne´gligeable.
4.1.3 Atomes et ensembles petits.
Le propos de cette partie est de se donner des outils permettant de travailler sur
les chaˆınes de Markov dite “continues” de fac¸on similaire aux chaˆınes “discre`tes”.
De´finition 18 La chaˆıne de Markov (Xn) posse`de un atome α ∈ B(χ) s’il
existe une mesure ν(.) > 0 telle que :
K(x, A) = ν(A) ∀x ∈ α ∀A ∈ B(χ) (4.5)
Si (Xn) est ϕ-irre´ductible quand ϕ(α) > 0, l’atome est dit accessible.
Cette notion d’atome est inte´ressante : ide´alement on voudrait travailler avec des
noyaux “constants par morceaux”. Malheureusement cette constance justement
n’est pas tre`s pratique puisqu’on la rencontre rarement dans la nature. D’ou` la
condition de minoration suivante qui est pre´fe´re´e, et qui par suite a donne´ la
notion d’ensemble petit :
De´finition 19 Un ensemble C est petit s’il existe m ∈ N∗ et une mesure νm
telle que, pour tout x ∈ C et tout A ⊆ χ on ait :
Km(x, A) ≥ νm(A) > 0 (4.6)
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Les atomes sont donc un cas particulier d’ensembles petits. Notons qu’il
existe deux notions diffe´rentes portant des noms similaires : les ensembles
peuvent eˆtres petits (small) ou ... petits (petites) Heureusement ces notions
se confondent lors que la chaˆıne est ape´riodique. Ici nous appelons petits
les ensembles small en anglais. Le the´ore`me qui suit est de´montre´ dans
[Meyn et Tweedie, 1993] :
The´ore`me 10 Soit (Xn) une chaˆıne de markov ϕ-irre´ductible. Pour tout
ensemble A ⊆ χ tel que ϕ(A) > 0, il existe un ensemble petit
C ⊆ A.
De plus, χ se de´compose en une partition de´nombrable
d’ensembles petits.
Il apparait toutefois que les atomes sont plus inte´ressants que les ensembles
petits puisque le noyau y est constant. On peut, en utilisant la the´orie des temps
de renouvellement, montrer que si :
– d’une part la chaˆıne ve´rifie la condition ( 4.6 ) pour un ensemble C,
– et que d’autre part on a : Px(τC < ∞) qui vaut 1 pour tout x ∈ χ,
on peut construire une chaˆıne Xˇn compagne a` (Xn) posse´dant un atome en
utilisant la notion de temps de renouvellement :
De´finition 20 Un temps de renouvellement est une re`gle d’arreˆt τ telle
que (Xτ , Xτ+1, . . .) soit inde´pendant de (Xτ−1, Xτ−2, . . .)
Pour construire cette chaˆıne compagne on conside`re un ensemble petit C
ve´rifiant 4.6 tel que Px(τC < ∞) = 1 pour tout x. On peut alors modifier la
chaˆıne en cre´ant artificiellement un temps de renouvellement : lorsque la chaine
arrive dans C on simule Xn+1 en utilisant une mesure ν(.) avec une probabilite´
 et en utilisant (K(Xn, .) − ν(.))/(1 − ) avec une probabilite´ 1 − . Cela
est autorise´ par le fait que C est petit (on peut trouver un couple nu(.), )
et permet de conserver la meˆme loi marginale sachant xn (il suffit d’e´crire la
loi de Bernoulli). On conside`re ensuite la suite de temps de renouvellement
τj = inf{n > τj−1; Xn ∈ C et Xn+1 ∼ ν}. La chaˆıne compagne est alors
Xˇn = (Xn, ωˇn) avec ωˇn = 1 quand Xn ∈ C et Xn+1 ge´ne´re´ suivant ν(.).
L’ensemble αˇ = C × {1} est alors un atome de la chaˆıne Xˇn, dont la sous-chaˆıne
(Xn) est toujours une chaˆıne de Markov de transition K(xn, .).
4.1.4 Cycles et ape´riodicite´.
Ces notions sont de´finies pour des chaˆınes (Xn) ϕ-irre´ductibles. Voici une
premie`re de´finition, plutoˆt intuitive :
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De´finition 21 Les ensembles A1, . . . , Am de B(χ) forment un m-cycle de la
chaˆıne (Xn) si :
P(x, A2) = 1 pour x ∈ A1
...
P(x, Am) = 1 pour x ∈ Am−1
P(x, A1) = 1 pour x ∈ Am
et ϕ
([
m⋃
i=1
Ai
]c)
= 0;
On en de´duit la notion d’ape´riodicite´ :
De´finition 22 Une chaˆıne ϕ-irre´ductible est ape´riodique si elle posse`de un
cycle de longueur m = 1.
Voila enfin une de´finition plus mathe´matique d’un cycle :
De´finition 23 Une chaˆıne (Xn) ϕ-irre´ductible posse`de un cycle de longueur
d, s’il existe un ensemble petit C, un entier associe´ M et une
mesure de probabilite´ νm (voir la de´finition d’un ensemble petit)
tel que d soit le pgcd de :
{m ≥ 1; ∃ δm tel que C petit pour νm ≥ δm νM}
Il faut remarquer, dans ces de´finitions, l’utilisation des ensembles petits
qui est faite en substitut des e´tats dans le cas ou l’espace d’e´tat est fini.
4.2 Ergodicite´
4.2.1 Transience et re´currence.
Les de´finitions suivantes sont donne´es pour des chaˆınes de markov (Xn)
ϕ-irre´ductibles :
De´finitions 24 Un ensemble A ⊆ χ est dit re´current si pour tout x ∈ χ,
Ex[ηA] = ∞
L’ensemble A ⊆ χ est dit uniforme´ment transient s’il
existe une constante M telle que Ex[ηA] < M pour tout x ∈ χ.
L’ensemble A est dit transient si on peut le de´composer
en une union de´nombrable d’ensembles uniforme´ment tran-
sients Bi :
A =
∞⋃
i=1
Bi
Le the´ore`me suivant est inte´ressant puisqu’il permet de comprendre l’inte´reˆt de
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l’existence d’un atome pour une chaˆıne irre´ductible. On comprend en effet que
pour une chaˆıne irre´ductible la proprie´te´ d’un atome peut se ge´ne´raliser a` tout
l’espace d’e´tat :
The´ore`me 11 Soit (Xn) une chaˆıne de Markov ϕ irre´ductible posse´dant un
atome accessible α :
– (i) si α est re´current, tout ensemble A ⊆ χ tel que ϕ(A) > 0
est re´current.
– (ii) si α est transient, χ est transient.
D’ou` l’extension suivante des notions de transience et de re´currence aux
chaˆınes de Markov :
De´finitions 25 Une chaˆıne de Markov (Xn) est re´currente si :
– (i) il existe une mesure ϕ telle que (Xn) soit ϕ-irre´ductible.
– (ii) pour tout A ⊆ χ tel que ϕ(A) > 0 :
∀x ∈ A Ex[ηA] = ∞
La chaˆıne est transiente si :
– (i) elle est ϕ-irre´ductible
– (ii) χ est transient.
Pour finir cette partie, nous donnons le the´ore`me de classification des chaines
irre´ductibles :
The´ore`me 12 Une chaˆıne de Markov ϕ-irre´ductible est soit transiente, soit
re´currente.
Une dernie`re question se pose toutefois : comment distinguer une chaˆıne
transiente d’une chaˆıne re´currente. La proposition suivante permet de re´pondre
a` cette question. Cette proposition est anecdotique, puisque comme on le
verra dans la suite de ce chapˆıtre, en pratique la simple re´currence n’est pas
inte´rressante a` proprement parler.
Proposition
13
S’il existe un ensemble petit C avec ϕ(X) > 0 tel que :
Px(τC < ∞) = 1 ∀x ∈ C (4.7)
la chaˆıne ϕ-irre´ductible est re´currente.
4.2.2 Re´currence au sens de Harris.
L’objectif de ces rappels est de donner des proprie´te´s ge´ne´rales des chaˆınes de
Markov. Il se trouve que pour assurer certaines proprie´te´s des algorithmes que
nous allons pre´senter plus loin, la re´currence simple ne suffit pas.
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De´finitions 26 Un ensemble A ⊆ χ est re´current au sens de Harris si :
∀x ∈ A Px(ηA = ∞) = 1 (4.8)
Une chaˆıne de Markov (Xn) est re´currente au sens de Har-
ris si :
– (i) il existe une mesure ϕ telle que (Xn) soit ϕ irre´ductible,
– (ii) pour tout ensemble A tel que ϕ(A) > 0, A est re´current
au sens de Harris.
La diffe´rence avec la re´currence classique tient dans le fait que pour obte-
nir Ex[ηA] = ∞ il est suffisant d’avoir Px(ηA = ∞) > 0.
On peut meˆme avoir Px(ηA = ∞)=0 et Ex[ηA] = ∞. Cela est duˆ au fait que la
condition de re´currence repose sur une espe´rance. Evidemment, la re´currence au
sens de Harris implique la re´currence classique mais la condition de re´currence
au sens de Harris est bien plus forte, puisqu’elle impose de repasser une infinite´
de fois en A avec une probabilite´ 1.
Voila tout de suite une proposition qui donne une autre caracte´risation d’une
chaˆıne re´currente au sens de Harris : Il suffit d’eˆtre suˆr de repasser par A en un
temps fini.
Proposition
14
Si pour tout A ⊆ χ , Px(τA < ∞) = 1 pour tout x ∈ A, alors :
Px(ηA = ∞) = 1 pour tout x ∈ χ et (Xn) est Harris-re´currente.
4.2.3 Mesures invariantes.
Les mesures invariantes appartiennent aux objets classiques associe´s aux chaines
de Markov. On les place ici dans un contexte lie´ aux notions de re´currence.
De´finition 27 Une mesure σ-finie pi est dite invariante pour le noyau de
transition K(., .) si :
pi(B) =
∫
χ
K(x, B)pi(dx) ∀B ∈ B(χ) (4.9)
Si de plus, la mesure invariante est une mesure de probabilite´, elle est
dite mesure stationnaire.
Si la chaˆıne de Markov (Xn) est ϕ-irre´ductible, et si elle posse`de une mesure
stationnaire, on dit que cette chaˆıne est positive.
Proposition
15
Si la chaˆıne (Xn) est positive, elle est re´currente.
Le the´ore`me suivant donne une sorte de re´ciproque. En fait, il assure sur-
tout l’existence et l’unicite´ d’une mesure invariante pour les chaˆınes re´currentes.
Il faut remarquer cependant qu’il n’assure pas l’inte´grabilite´ de la mesure
obtenue. Par conse´quent, il n’assure pas que la chaˆıne soit positive.
70 CHAPITRE 4. CHAIˆNES DE MARKOV
The´ore`me 16 Si (Xn) est une chaˆıne re´currente, alors il existe une mesure
σ-finie invariante, unique a` un facteur multiplicatif pre`s.
Par extension, on parlera de chaˆıne Harris positive lorsque la chaˆıne
sera Harris-re´currente, et sa mesure invariante inte´grable. Il reste un dernier
the´ore`me a` connaˆıtre et dans notre cadre d’application ce the´rore`me est tre`s
important. Il est de´montre´ dans [Meyn et Tweedie, 1993].
The´ore`me 17 Si une chaˆıne de Markov (Xn) est ϕ irre´ductible pour une me-
sure ϕ(.) non nulle sur B(χ), et si elle posse´de une loi station-
naire pi(.), alors la chaˆıne est aussi pi(.) irre´ductible.
4.2.4 Ergodicite´ et convergence.
On arrive aux notions qui nous inte´ressent plus particulie`rement :
De´finition 28 Pour une chaˆıne Harris-positive, de loi de probabilite´ invariante
pi(.), on dit d’un atome α qu’il est ergodique si :
lim
n→+∞
|Kn(α, α)− pi(α)| = 0 (4.10)
Cette notion d’ergodicite´ concerne donc la convergence d’une mesure vers
une autre. En fait, cette partie a pour objectif d’e´tudier la convergence e´ventuelle
de la loi d’une chaˆıne de Markov vers sa loi stationnaire. Pour cela, il convient
donc d’abord de de´finir la norme d’inte´reˆt sur l’espace des mesures. On conside`re
la norme en variation totale :
‖µ1 − µ2‖VT = sup
A
|µ1(A)− µ2(A)| (4.11)
Vient ensuite le the´ore`me important :
The´ore`me 18 Si la chaˆıne de Markov (Xn) est ape´riodique et positive au sens
de Harris, alors :
lim
n→∞
‖
∫
χ
Kn(x, .)ν(dx)− pi(.)‖VT = 0 (4.12)
pour toute loi initiale ν(.)
Ce the´ore`me s’applique aussi pour des lois initiales qui sont des diracs. En
particulier, on est suˆr que quelque soit l’e´tat initial de la chaˆıne, la convergence
a bien lieu. C’est ce the´ore`me qui donne a` la re´currence au sens de Harris toute
son importance pratique.
Cependant ces re´sultats de convergence sont donne´s sur Kn(.; .).
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4.3 The´ore`mes limites.
On conside`re les observations (X1, . . . , Xn) d’une chaˆıne de Markov. On examine
le comportement limite des sommes partielles :
Sn(h) =
1
n
n∑
i=1
h(Xi) (4.13)
Le the´ore`me suivant est d’une importance capitale dans le domaine :
The´ore`me19 The´ore`me ergodique.
Si (Xn) a une mesure pi(.) σ-finie invariante, les deux asser-
tions suivantes sont e´quivalentes :
– (i) Si f, g ∈ L1(pi) avec ∫ g(x)pi(dx) 6= 0,alors :
lim
n→+∞
Sn(f)
Sn(g)
=
∫
f(x)dpi(x)∫
g(x)dpi(x)
(4.14)
– (ii) La chaˆıne de Markov (Xn) est re´currente au sens de
Harris
Il faut remarquer qu’en ge´ne´ral ce qui nous interresse directement c’est le
fait que (ii) implique (i).
On peut ensuite obtenir une version du the´ore`me central limite. Il existe une
version sous des conditions plus faibles, mais il se trouve qu’en pratique nous
avons la condition de re´versibilite´ pre´sente´e ici :
De´finition 29 Une chaˆıne de Markov (Xn) est re´versible si la loi de
Xn+1|Xn+2 = x est la meˆme que la loi de Xn+1|Xn = x.
Et :
The´ore`me 20 Si (Xn) est ape´riodique, irre´ductible et re´versible de loi inva-
riante pi(.) le the´ore`me central limite s’applique quand :
0 < γ2g = Epi[g
2(X0)] + 2
∞∑
k=1
Epi[g(X0)g(Xk)] < ∞ (4.15)
On a alors :
1√
N
(
N∑
n=1
(g(Xn)− Epi[g])
)
L−→ N (0, γ2g ) (4.16)
Ce qui conclut ces quelques rappels sur les chaˆınes de Markov. L’objectif main-
tenant est de construire des algorithmes permettant de simuler les densite´s de
processus ponctuels qui nous inte´ressent.
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Chapitre 5
Algorithme d’e´chantillonnage
Introduction
Comme nous l’avons brie`vement pre´sente´ dans le second chapitre, le mode`le uti-
lise´ repose sur la repre´sentation d’une image comme une re´alisation d’un processus
ponctuel. Un recuit simule´ est ensuite applique´. Depuis quelques anne´es le projet
ARIANA s’inte´resse tout particulie`rement a` ce genre de me´thodes : on pourra
se re´fe´rer a` [Garcin et al., 2001], [Imberty et Descombes, 2002] , [Stoica, 2001] ou
encore [Lacoste et al., 2002] pour avoir plusieurs exemples. La qualite´ du re´sultat
et la vitesse de l’algorithme de´pendent directement de l’e´chantillonneur utilise´
dans le recuit simule´. Si l’on regarde ce que la litte´rature sur l’e´chantillonnage
des processus ponctuels peut nous fournir comme algorithme, on peut distinguer
les familles suivantes :
– les algorithmes de naissance et mort,
– les algorithmes de simulation exactes,
– les me´thodes a` sauts re´versibles (RJ MCMC) en temps discrets,
– et les e´chantillonneurs a` temps “continu”.
Le lecteur pourra se re´fe´rer a` [Van Lieshout, 1993] pour obtenir une
pre´sentation de la premie`re famille, a` [Kendall et Møller, 2000] ou
[Van Lieshout et Stoica, 2003] pour des travaux re´cents sur la seconde fa-
mille ou` a` [Cappe´ et al., 2002] pour un exemple du dernier cas. Dans ce
chapˆıtre, nous nous focalisons sur la troisie`me famille d’algorithmes. Il existe une
litte´rature tre`s large sur le RJMCMC et sur les ame´liorations qu’il est possible
d’y apporter en terme de corre´lation de la chaˆıne de Markov. On peut se re´fe´rer
a` [Brooks et al., A paraitre] pour un exemple de strate´gie. Lorsque l’on utilise un
recuit simule´, la proble´matique est un peu diffe´rente. Dans [Brooks et al., 2003],
par exemple, Brooks pre´sente des ide´es ge´ne´rales pour ame´liorer le RJMCMC
lorsque l’on veut faire de la se´lection de mode`les par recuit-simule´. Comme notre
application est tre`s spe´cifique (de´tection d’objets dans des images) nous avons
besoin d’autres ame´liorations.
Nous pre´sentons ici une des contributions de ce travail de the`se : il s’agit de l’ex-
tension d’un algorithme d’e´chantillonnage existant en vue d’ame´liorer la me´thode
utilise´e dans le cadre de de´tection de baˆtiments. Nous pre´sentons ici la preuve de
convergence de l’e´chantillonneur que nous utilisons. Cette preuve est une adap-
tation d’une preuve existante. L’algorithme utilise´ est un e´chantillonneur de type
Metropolis-Hastings. Nous avons divise´ ce chapitre en 4 grandes parties :
1. Pre´sentation de l’algorithme propose´ par Geyer et Møller en 1994
([Geyer et Møller, 1994]).
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2. Pre´sentation des noyaux de transformation utilise´s, avec en particulier le
calcul des taux d’acceptation qui permettent d’assurer la re´versibilite´ de la
chaˆıne de Markov, et donc l’invariance sous la loi de´sire´e.
3. Pre´sentation des conditions de stabilite´ de la chaˆıne, et preuve de conver-
gence ergodique sous ces conditions,
4. Validation des re´sultats the´oriques (calcul des taux) par l’expe´rience.
5.1 Processus ponctuels et notations
Nous rappelons brie`vement quelques notations. Soit S un ferme´ borne´ de
R
d. Nous supposons que S peut s’e´crire S = K × M , ou´ K ⊆ R2, ferme´
borne´, repre´sente l’image. u, v, w repre´sentent des e´le´ments de S, tandis que
x = {u1, . . . , un(x)} des configurations finies de points de S (de meˆme que y).
L’ensemble des configurations finies de points de S est note´e C (ou N lf ). Nous
sommes inte´resse´s par la simulation d’un processus ponctuel dont la loi est pi(.)
sur C . Cette distribution est de´finie au travers d’une densite´ h(.) et d’une mesure
de re´fe´rence µ(.) qui est la loi d’un processus de Poisson de mesure d’intensite´
ν(.) sur S. La figure 5.1 pre´sente deux re´alisations de deux processus de Poisson
diffe´rents. Dans nos applications, h(.) est de´crite sous sa forme e´nerge´tique, et
n’est connue qu’a` une constante de normalisation pre`s.
h(x) ∝ exp(−U(x))
(a) de points, l’espe´rance du nombre
de points vaut 50
(b) de rectangles, l’espe´rance du
nombre d’objets vaut 20
Fig. 5.1: Deux re´alisations de deux processus de Poisson.
5.2 Un e´chantillonneur MCMC pour les processus
ponctuels
Cette partie s’appuie sur le travail de Geyer : [Geyer, 1999]. Dans son papier
Geyer pre´sente un algorithme pour e´chantillonner des distributions de proces-
sus ponctuels. En particulier, il montre comment utiliser le travail de Green
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([Green, 1995]) pour ame´liorer l’algorithme qu’il avait propose´ avec J. Møller en
1994 ([Geyer et Møller, 1994]). Dans ce chapitre nous e´tendons ses re´sultats dans
le but d’ame´liorer la qualite´ des re´sultats obtenus dans le cadre de la de´tection
d’objets. Nous commenc¸ons par rappeler quelques concepts et notations utiles et
re´sumons l’algorithme de Geyer et Møller.
5.2.1 L’algorithme de Geyer et Møller : description et proprie´te´s
L’algorithme propose´ par les deux auteurs construit une chaˆıne de Markov
(Xn)n≥0 sur C , l’espace des configurations finies de points de S. Notons que l’on
impose h(X0) > 0 et que par la suite, l’algorithme explore le sous ensemble de
C suivant {x ∈ C t.q. h(x) > 0}.
Algorithme A Pour un e´tat courant Xt = x, avec une probabilite´
1
2 on propose
d’ajouter un point a` la configuration courante, et avec une pro-
babilite´ 12 d’en retirer un sauf si Xt = ∅ auquel cas Xt+1 = Xt :
Naissance : Un nouveau point u ∈ S est ge´ne´re´ suivant ν(.)ν(S) .
On propose ensuite y = x ∪ u, on calcule
R =
h(y)
h(x)
ν(S)
n(y)
et on accepte Xt+1 = y avec une probabilite´ α =
min(1, R).
Mort : v est choisi uniforme´ment dans x. On propose y =
x \ v, on calcule
R =
h(y)
h(x)
n(x)
ν(S)
et avec une probabilite´ α = min(1, R) on accepte la pro-
position.
Cet algorithme a e´te´ de´fini par Geyer et Møller en utilisant ν(.) propor-
tionnelle a la mesure de Lebesgue sur S.
Condition 1 Stabilite´
Un processus ponctuel de densite´ non normalise´e h(.) par
rapport a` µ(.) est stable s’il existe un re´el Rh tel que :
h(x ∪ u) ≤ Rhh(x) ∀x ∈ C, ∀u ∈ S
Cette condition donne le re´sultat suivant sur l’algorithme :
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Proposition 1 Si la densite´ non normalise´e satisfait la condition 1, alors l’al-
gorithme A :
– simule une chaˆıne de Markov ϕ(.) irre´ductible et tous les
ensembles borne´s sont petits,
– simule une chaˆıne de Markov qui est Harris re´currente et
d’ergodicite´ ge´ome´trique.
Cette premie`re proposition donne la convergence de la chaˆıne de Markov.
La distribution stationnaire est donne´e par la proposition suivante :
Proposition 2 L’algorithme A fabrique une chaˆıne de Markov qui est pi(.) in-
variante, pi(.) e´tant la loi de´finie sur C par :
– le processus de Poisson de re´fe´rence dont la loi est µ(.),
– la densite´ non normalise´e h(.).
Pour re´sumer, ces re´sultats affirment que partant de n’importe quel point
de C , la chaˆıne converge vers pi(.) en variation totale avec un taux ge´ome´trique :
∃r > 1
∞∑
n=1
rn‖Kn(x, .)− pi(.)‖TV < ∞ ∀x ∈ C
K est le noyau de transition de la chaˆıne de Markov. La qualite´ d’un tel re´sultat
peut eˆtre vu au travers des corollaires asymptotiques (voir [Geyer, 1999]). Pour
une fonction g suffisamment re´gulie`re, (condition de Lyapounov) l’estimation em-
pirique de Epi(g(X)) suit un the´ore`me central limite, meˆme si tous les points de
la chaˆıne sont pris en compte (X0, X1, . . . ).
5.2.2 Objectifs
Le but est d’ajouter d’autres sche´mas de perturbation a` l’e´chantillonneur pour
obtenir de bonnes proprie´te´s de me´lange de la chaˆıne, tout en gardant ses pro-
prie´te´s de convergence. Nous divisions ces proprie´te´s en deux cate´gories :
– d’abord les conditions de stabilite´ : l’irre´ductibilite´, la re´currence au
sens de Harris et l’ergodicite´ ge´ome´trique ;
– ensuite, la pi(.) invariance obtenue en imposant la pi(.) re´versibilite´ de
(Xn)n≥0 .
5.2.3 Metropolis Hastings Green
Ge´ne´ralite´s
Si l’on veut e´chantillonner une loi pi(.) connue a` une constante de normalisation
pre`s sur un espace χ, une solution courante est de construire une chaˆıne de Markov
dont la loi invariante est pi(.). Pour construire une telle chaˆıne de Markov, Green
propose dans [Green, 1995] un cadre ge´ne´ral qui est en fait une extension des
e´chantillonneurs de Metropolis-Hastings.
Green propose de construire une chaˆıne de Markov (Xn)n≥0 en utilisant la loi
objectif pi(.) de´finie sur χ et connue a` une constante de normalisation pre´s, un
noyau de proposition Q(x, .), et une mesure syme´trique ξ(.) de´finie sur χ × χ.
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On suppose ensuite que ξ(dx, dy) domine pi(dx)Q(x, dy) et l’on note f(x, y) la
de´rive´e de Radon-Nikodym associe´e. La proce´dure suivante construit alors une
chaˆıne de Markov (Xn)n≥0 qui est pi(.) invariante :
Si Xt = x
[1] Ge´ne´rer y ∼ Q(x, .),
[2] Calculer le rapport de Green :
R =
f(y, x)
f(x, y)
[3] Calculer le taux d’acceptation α = min(1, R) et
– avec une probabilite´ α, accepter la proposition : Xt+1 = y,
– avec une probabilite´ 1− α, rejeter la proposition : Xt+1 = x.
La pi(.) invariance de la Chaˆıne de Markov est facilement prouve´e en ve´rifiant que
le noyau de transition P (., .) de (Xn)n≥0 est pi(.) re´versible (nous y reviendrons
plus loin).
∀A ⊆ χ, B ⊆ χ
∫
A
pi(dx)
∫
B
P (x, dy) =
∫
B
pi(dx)
∫
A
P (x, dy) (5.1)
Me´lange de´pendant de l’e´tat
En fait, Green propose dans son travail d’utiliser un me´lange sous-stochastique
de noyaux de proposition :
Q(x, A) =
∑
m
Qm(x, A) avec Q(x, χ) ≤ 1
On suppose que la condition suivante est ve´rifie´e :
Hypothe`se 1 Pour tout m, il existe une mesure syme´trique ξm(dx, dy)
de´finie sur χ× χ dominant pi(dx)Qm(x, dy).
La de´rive´e de Radon-Nykodym associe´e est alors note´e
fm(., .). Pour chaque m :
fm(x, y) =
pi(dx)Qm(x, dy)
ξ(dx, dy)
(5.2)
Si l’on note pm(x) = Qm(x, χ) la probabilite´ de choisir le noyau de proposition
m dans l’e´tat Xt = x, le sche´ma de mise a` jour devient :
Si Xt = x,
[1] Choisir un noyau de proposition Qm suivant avec une probabilite´ pm(x),
tandis qu’avec une probabilite´ 1 −∑m pm(x), laisser l’e´tat inchange´ :
Xt+1 = x.
[2] Simuler y suivant le noyau normalise´ choisi :
y ∼ Qm(x, .)
Qm(x, χ)
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[3] Calculer le rapport de Green et le taux d’acceptation correspondant :
Rm(x, y) =
fm(y, x)
fm(x, y)
αm(x, y) = min(1, Rm(x, y))
[4] Accepter la perturbation avec une probabilite´ αm et la rejeter sinon.
pi-re´versibilite´
Notons I(x, .) le noyau identite´ de´fini par I(x, A) = 1A(x). On peut de´composer
le noyau de transition de (Xn)n≥0 en une somme :
P (x, A) = d(x)I(x, A) +
∑
m
Pm(x, A) avec P (x, χ) = 1
Le premier terme P˜ (x, A) = d(x)I(x, A) est re´versible pour n’importe quelle loi
p˜i(.) : ∫
A
∫
B p˜i(dx)P˜ (x, dy) =
∫
A p˜i(dx) d(x) 1B(x)
=
∫
p˜idx) d(x) 1A(x) 1B(x)
=
∫
B
∫
A p˜i(dx)P˜ (x, dy)
Il est donc suffisant de montrer que chaque Pm(., .) est pi(.)-re´versible. Dans notre
contexte, la partie non constante du noyau de transition de la chaˆıne est donne´e
par :
Pm(x, A) =
∫
A
Qm(x, dy)αm(x, y) (5.3)
En utilisant l’hypothe`se 1, on peut alors e´crire :∫
A
∫
B
pi(dx)Qm(x, dy)αm(x, y) =
∫
A
∫
B
fm(x, y)αm(x, y)ξm(dx, dy) (5.4)
De plus par la de´finition de αm(x, y) on a que :
fm(x, y)αm(x, y) = fm(y, x)αm(y, x)
Cette proprie´te´ et la syme´trie de ξm(., .) re´injecte´es dans l’e´quation 5.4 donnent
la pi(.) re´versibilite´ de chaque noyau Pm et par line´arite´ celle de (Xn)n≥0 .
Commentaires
La preuve pre´ce´dente de pi(.) re´versibilite´ souligne le fait que les parties “constan-
tes” du noyau de proposition ne sont pas importantes puisqu’elle n’agissent pas
sur la mesure invariante de la chaˆıne de Markov. Cela est important du point de
vue informatique, puisque cela permet de traiter les cas particuliers sous forme
d’exceptions. Prenons un exemple. Dans le cas des processus ponctuels, la trans-
formation importante est celle qui ajoute ou retire un point a` la configuration
courante. Pour cela, le noyau de naissance ou mort choisit d’abord l’une des deux
possibilite´ (avec une probabilite´ 0.5, par exemple), l’applique ensuite a` l’e´tat cou-
rant, et accepte pour finir ou non le nouvel e´tat obtenu.
Si l’on examine le cas ou` la configuration est vide et la mort est choisie,
la de´monstration ci dessus nous montre que l’on peut simplement ignorer cet
e´venement lorsqu’il se produit et rester dans l’e´tat courant. C’est un des points
que souligne Geyer dans [Geyer, 1999].
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Une autre possibilite´ est d’adapter la probabilite´ de proposer une naissance a`
la loi de´sire´e. Ainsi Green sugge`re de proposer lorsque l’e´tat courant est vide la
naissance avec une probabilite´ 1. Il faut alors faire attention pour la transforma-
tion re´ciproque : si il n’y a qu’un seul point dans la configuration et que la mort
est choisie, la probabilite´ de revenir vaut 1, et non 0.5.
Tenir compte de telles exceptions est lourd du point de vue informatique. Il est
donc tre`s inte´ressant de pouvoir attendre qu’un cas litigieux se produise pour
l’ignore.
5.3 Noyaux de proposition ame´liore´s (Analyse)
Nous pre´sentons ici quelques noyaux de propositions que nous avons mis en
oeuvre pour augmenter la vitesse de convergence de la chaˆıne de Markov utilise´e
dans notre application.
Une autre question concerne les interactions. Comme nous l’avons de´ja` e´voque´,
les mode`les que nous avons mis en place reposent sur la de´finition d’interactions
ge´ome´triques. Pour explorer au mieux les densite´s de´finie par ces mode`le, il paraˆıt
logique d’utiliser des noyaux de naissance-mort plus adapte´s a ces mode`les. Nous
pre´sentons donc ici un noyau de naissance ou mort d’un point en interaction avec
un autre.
Dans cette partie, nous nous focalisons sur la pi(.) re´versibilite´. Nous com-
menc¸ons par pre´senter une preuve de la pi(.) re´versibilite´ du noyau de transition
associe´ a la transformation de naissance ou mort. Cette preuve suit le cadre de
travail sugge´re´ par L. Garcin dans [Garcin et al., 2001].
5.3.1 Naissance ou mort
Nous avons vu comment assurer la pi(.) re´versibilite´ pour la chaˆıne de Markov.
Pour de´crire le noyau de naissance mort, Green et Geyer utilisent un me´lange
de´nombrable de noyaux Qm, chaque noyau n’agissant que sur les e´tats a` m points.
Ils de´montrent ensuite la re´versibilite´ de chacun de ces noyaux.
Nous pre´sentons ici une autre preuve de cette re´versibilite´ qui n’utilise qu’un
seul noyau qui agit sur n’importe quelle configuration de points.
Preuve de la pi(.) re´versibilite´. Supposons que la naissance ge´ne`re un point
dans S suivant la loi ν(.)ν(S) ou` ν(.) est une mesure sur S et que la mort choisit
uniforme´ment un point de la configuration courante pour le supprimer. On peut
e´crire ce noyau comme :
Q(x, .) = pb(x)Qb(x, .) + pd(x)Qd(x, .)
ou` les deux noyaux de naissance (B) et de mort (D) sont de´finis comme :
Qb(x, A) =
∫
u∈S
1A(x ∪ u)ν(du)
ν(S)
A ∈ N lfs
et
Qd(x, A) =
∑
u∈x
1A(x \ u) 1
n(x)
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Rappelons que si n(x) = 0 on pose Qd(x, .) = I(x, .). Conside´rons ensuite la
mesure ξ suivante ou` A et B sont des sous ensembles mesurables de C :
ξ(A×B) =
∫
C
∫
u∈S
1A(x)1B(x ∪ u)ν(du)µ(dx) +
∫
C
1A(x)
∑
u∈x
1B(x \ u)µ(dx)
(5.5)
Il faut prouver que cette mesure est syme´trique. Cela vient du fait que ν(.)
est la mesure d’intensite´ du Processus de Poisson dont la loi est µ(.). Prenons
An = A∩N fn ou` Nfn est le sous ensemble de N lfS correspondant aux configurations
comportant exactement n points. Comme nous l’avons montre´ dans le chapitre
3, la de´finition d’un processus de Poisson donne :
ξ(An ×Bn−1) = e
−ν(S)
n!
∫
Sn
∑
u∈x
1An(x)1Bn−1(x \ u)νn(dx)
=
e−ν(S)
n!
∫
Sn
n1An({x1, . . . , xn})1Bn−1({x1, . . . , xn−1})dνn(x)
=
e−ν(S)
(n− 1)!
∫
Sn−1
∫
S
1Bn−1(y)1An(y ∪ u)νn−1(dy)ν(du)
= ξ(Bn−1 ×An)
Il est utile d’observer dans les e´quations pre´ce´dentes que si A ne contient que des
configurations qui ne peuvent eˆtre obtenues en enlevant ou ajoutant un point a` une
configuration de B, la mesure ξ(A, B) est nulle. La syme´trie de ξ est alors de´duite
de l’e´criture de ξ(A, B) comme une somme infinie
∑
(ξ(An, Bn−1)+ξ(An, Bn+1)).
Nous devons maintenant montrer que ξ(dx, dx′) domine pi(dx)Q(x, dx′) et cal-
culer la de´rive´e de Radon-Nikodym associe´e. Commenc¸ons par remarquer que si
un ensemble A×B a une pi(.)Q(.; .) mesure strictement positive, sa ξ mesure est
aussi strictement positive. Il y a donc deux cas a` conside´rer :
1. si y = x ∪ u, alors les expressions de pi, Q et ξ donnent :
pi(dx)Q(x, dy) = h(x)µ(dx)pb(x)
ν(du)
ν(S)
ξ(dx, dy) = µ(dx)ν(du)
d’ou` l’on de´duit la domination et la de´rive´e de Radon-Nykodym
f(x,y) = pb(x)
h(x)
ν(S)
2. Pour l’autre cas : y = x \ u
pi(dx)Q(x, dy) = h(x)µ(dx)pd(x)
1
n(x)
ξ(dx, dy) = µ(dx)
et donc la de´rive´e :
f(x,y) = pd(x)
h(x)
n(x)
Il reste a` e´crire les rapports de Green graˆce aux re´sultats (1) et (2).
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1. dans le cas d’une naissance, y = x ∪ u, le rapport de Green vaut :
R(x,y) =
f(y,x)
f(x,y)
=
pd(y)
pb(x)
h(y)
h(x)
ν(S)
n(y)
(5.6)
ou` n(y) = n(x) + 1.
2. Dans le cas d’une mort , y = x \ u, et le rapport de Green vaut :
R(x,y) =
f(y,x)
f(x,y)
=
pb(y)
pd(x)
h(y)
h(x)
n(x)
ν(S)
(5.7)
5.3.2 Naissance ou mort dans un voisinage
Dans cette partie nous montrons comment utiliser un noyau qui fait apparaˆıtre
ou disparaˆıtre un point dans le voisinage d’un autre point. Dans notre applica-
tion d’extraction des baˆtiments nous utilisons ce noyau pour faire apparaˆıtre des
baˆtiments dans l’alignement d’autres baˆtiments. Il s’agit d’une des contributions
de cette the`se.
De´finitions. Soit ∼ une relation syme´trique et re´flexive sur S. Par exemple :
u ∼ v ⇐⇒ dK(u, v) ≤ dmax
ou` dK(., .) est la distance Euclidienne sur K. Pour une configuration donne´e x on
appelle R(x) l’ensemble des paires de points en interaction, ∂(u) ⊆ S le voisinage
d’un point et ∂(x) ⊆ S le voisinage d’une configuration :
R(x) = {{u, v}, u ∈ x, v ∈ x t.q. u ∼ v}
∂(u) = {v ∈ S t.q. v ∼ u}
∂(x) = {u ∈ S t.q. ∃v ∈ x u ∼ v}
Le noyau. On conside`re le noyau de naissance ou mort suivant :
Naissance :
[1] Choisir u parmi x = {u1, . . . , un} suivant une loi discre`te jxb (.),
[2] ge´ne´rer v tel que v ∈ ∂(u),
[3] proposer y = x ∪ v.
Mort :
[1] Choisir un point u ∈ x tel que ∂(u) ∩ (x \ u) 6= ∅ suivant une loi jxd (.),
[2] proposer y = x \ u.
Un tel noyau s’e´crit :
Q(x, .) = pb(x)Qb(x, .) + pd(x)Qd(x, .)
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avec
Qb(x, A) =
∑
u∈x
jxb (u)q
u
b (x, A) Qd(x, A) =
∑
u∈x
jxd (u)1A(x \ u)
ou` jxd (u) doit eˆtre nul pour tout u n’appartenant a` aucune paire de R(x), et
qub (x, .) propose un point dans le voisinage de u.
La mesure ξ. Pour de´tailler les conditions qui s’imposent sur le noyau
pre´ce´demment de´fini, nous avons besoin d’une mesure syme´trique dominant
pi(dx)Q(dx, dy). La mesure de´ja` utilise´e pour la naissance ou mort usuelle
convient :
ξ(A×B) =
∫
C
∫
u∈S
1A(x)1B(x ∪ u)ν(du)µ(dx) +
∫
C
1A(x)
∑
u∈x
1B(x \ u)µ(dx)
Comme la naissance ou mort dans un voisinage est un cas particulier de naissance
ou mort, ξ domine Q(., .)pi(.). On peut maintenant calculer la de´rive´e associe´e en
regardant deux cas disjoints :
Naissance et de´rive´e associe´e. Pour ge´ne´rer un objet en relation avec l’objet
choisi, on utilise un vecteur ale´atoire z sur un certain espace Σ en suivant la loi
d’une variable ale´atoire Z et on applique au re´sultat obtenu une injection ηu(.) :
ηu :
Σ → S
z → v
Comme le couple (z, ηu) doit donner un objet v voisin de l’objet u, la premie`re
condition impose´e a` η est que l’espace image soit le voisinage de u :
ηu(Σ) = ∂(u)
Si l’on suppose que Z suit une loi PZ sur Σ, on peut de´tailler qb :
qub (x, A) = PZ(x ∪ ηu(Z) ∈ A)
= PZ(ηu(Z) ∈ Ax)
ou` Ax ⊆ S correspond a` l’ensemble suivant :
Ax = {v ∈ S t.q. x ∪ v ∈ A}
ce qui nous permet d’e´crire :
qub (x, A) =
∫
Σ
1Ax(ηu(z)) dPZ(z)
Pour pouvoir effectuer un changement de variable, nous utilisons deux hy-
pothe`ses :
– η(.) est un diffe´omorphisme, ce qui implique que Σ doit eˆtre de meˆme di-
mension que ∂(u) et que Σ et S sont eux meˆme de meˆme dimension (c’est la
condition de dimension matching dans le travail de Green),
– la loi de Z est domine´e par la mesure de Lebesgue. On note alors fZ(.) sa
de´rive´e de Radon Nikodym. Ce peut eˆtre par exemple la loi uniforme (λS
note la mesure de Lebesgue sur S) :
fZ(.) =
1
λS(Σ)
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Ces hypothe`ses permettent le changement de variable suivant qui fait intervenir
le Jacobien de ηu(.) :
qub (x, A) =
∫
Σ
1Ax(ηu(z)) fZ(z) λ(dz) (5.8)
=
∫
ηu(Σ)
1Ax(v) fZ(η
−1
u (v)) dλ • ηu(v) (5.9)
=
∫
ηu(Σ)
1Ax(v) fZ(η
−1
u (v)) |Jη−1u (v)| λ(dv) (5.10)
=
∫
∂(u)
1Ax(v) fZ(η
−1
u (v)) |Jη−1u (v)| λ(dv) (5.11)
On de´finit maintenant Λu comme l’extension suivante :
Λu(v) =
{
0 si v 6∈ ∂(u) = ηu(Σ)
|Jη−1u (v)| sinon
Ce qui permet d’e´crire, a` partir de l’e´quation (5.11) :
qub (x, A) =
∫
S
1Ax(v) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v)λ(dv)
et
Qb(x, A) =
∫
S
∑
u∈x
jxb (u) 1A(x ∪ v) fZ(η−1u (v)) Λu(v)λ(dv)
Pour deux ensembles de C , A et B, on de´finit An = A∩N fn et Bn+1 = B ∩Nfn+1
pour tout n :∫
An
∫
Bn+1
pi(dx) Q(x, dy) =
∫
An
∫
S
h(x) 1Bn+1(x ∪ v) pb . . .
. . .
∑
u∈x
jxb (u) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v) λ(dv)µ(dx)
Pour pouvoir reconnaitre la mesure ξ dans cette expression, on suppose que ν(.),
la mesure d’intensite´ du processus de Poisson de re´fe´rence est domine´e par la
mesure de Lebesgue λS(.) sur S et on e´crit fν sa densite´ :
ν(A) =
∫
A
fν(u)λS(du)
L’e´quation pre´ce´dente devient alors :∫
An
∫
Bn+1
pi(dx) Q(x, dy) =
∫
C
∫
S
1An(x) 1Bn+1(x ∪ v) h(x) pb . . .
. . .
∑
u∈x
jxb (u) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v) ν(dv)µ(dx)
La dernie`re e´quation permet de conclure quant a` la de´rive´e de Radon Nikodym
de la transformation dans le cas d’une naissance.
f(x,x ∪ v) = pb
fν(v)
h(x)
(∑
u∈x
jxb (u) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v)
)
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Noyau de mort d’un voisin et de´rive´e associe´e. L’expression du noyau
est tre`s simple :
Qd(x, A) =
∑
u∈x
jxd (u)1A(x \ u)
avec la contrainte implicite sur la loi discre`te (jxd )u∈x :
If u 6∈ V (x) jxd (u) = 0 (5.12)
Si l’on calcule la de´rive´e de Radon Nikodym :∫
An+1
∫
Bn
pi(dx) Q(x, dy) =
∫
C
1An+1(x) pd h(x)
∑
u∈x
jxd (u) 1Bn(x \ u) µ(dx)
(5.13)
En identifiant la mesure ξ, il vient :
f(x,x \ u) = h(x) pd jxd (u)
Rapports de Green Graˆce a` ces deux de´rive´es de Radon Nikodym, on peut
e´crire le rapport de Green :
– dans le cas d’une naissance :
R(x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
jx∪vd (v) fν(v)∑
u∈x j
x
b (u) fZ(η
−1
u (v))Λu(v)
– dans le cas d’une mort :
R(x,x \ v) = h(x \ v)
h(x)
pb
pd
∑
u∈x\v j
x\v
b (u) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v)
jxd (v) fν(v)
Commentaires. Les expressions obtenues sont intuitives puisque les rapports
peuvent eˆtre vus comme le rapport de vraisemblance multiplie´ par la probabilite´
de proposer le mouvement “retour” divise´e par la probabilite´ de proposer le
mouvement “aller”. La somme des Jacobiens ponde´re´s peut eˆtre vue comme
l’espe´rance d’un Jacobien. D’un point de vue pratique, le calcul des rapports de
Green se de´compose de la manie`re suivante :
En pratique Naissance dans un voisinage
[1] Calculer la loi discre`te jxb (.) et choisir u d’apre`s elle :
[2] Ge´ne´rer z sur Σ, calculer v = ηu(z) et fν(v),
[3] Calculer les paires de R(x) qui contiennent v, et pour
chacune de ces paires {v, w} calculer jb(w)Λw(v) et
fZ(η
−1
v (w)),
[4] Calculer la probabilite´ jx∪vd (v) de choisir v dans x ∪ v
[5] Calculer h(x ∪ v)/h(x),
[6] Calculer R en utilisant son expression.
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Dans le cas d’une mort, la proce´dure est presque identique :
En pratique Mort dans un voisinage
[1] Choisir un u a` tuer,
[2] Calculer les paires de R(x) qui contiennent u, et pour
chacune de ces paires {u, v} calculer jb(v)Λu(v) et
fZ(η
−1
v (u)), et les Jacobiens impliquant u ainsi que la
probabilite´ de choisir v pour ge´ne´rer u suivant j
x\u
b (.)
[3] Calculer h(x \ u)/h(x).
Lois utilise´es Nous avons pris :
– une loi uniforme sur l’espace des marques M et sur le voisinage spatial :
ν(.) =
(
λK × λM
λM (M)
)
fν =
1
λM (M)
– une loi uniforme sur les objets pour la naissance :
jxb (u) =
1
n(x)
– et une loi discre`te uniforme sur les paires d’objets en relation pour la mort :
jxd (u) =
1
2 ∗ card {{v, w} ∈ R(x) u ∈ {v, w}}
cardR(x)
Ce qui est le re´sultat de la proce´dure suivante :
[1] choisir une paire {v, w} de points en interaction dans R(x),
[2] choisir v ou w avec une probabilite´ 0.5.
Nous verrons plus loin que ce choix n’est pas anodin.
Un exemple
Nous pre´sentons ici un exemple pratique. Nous revenons au cas ou` nous
conside´rons des rectangles :
S = K ×M ⊂ R2 × R3 u = (x, y, θ, L, l)
On s’inte´resse alors a` la relation de voisinage suivante :
u ∼ v ⇐⇒ ‖u− v‖K ≤ dmax avec ‖u‖K =
√
x2 + y2
Pour ge´ne´rer la variable auxiliaire Z, on a alors besoin d’un disque.
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Premie`re parame´trisation. Une parame´trisation naturelle du disque est la
parame´trisation polaire :
Σ = [0, dmax]× [0, 2pi[×M z = (ρ, ϕ, θ, L, l)
ηu(z) = (xu + ρ cos(ϕ), yu + ρ sin(ϕ), θ, L, l)
Le proble`me d’une telle parame´trisation est que le Jacobien s’e´crit
|Jη−1u (v)| =
1
ρ
ce qui conduit alors au rapport de Green suivant, pour la naissance :
R(x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
1
2pi ∗ dmax
jx∪vd (v)∑
u∈x j
x
b (u)
1(‖u−v‖2≤dmax)
‖u−v‖2
Nous devons donc faire face au proble`me classique de la diffe´rentiabilite´ de la
parame´trisation polaire. Cela est proble´matique puisque comme nous le verrons
plus loin, nous avons besoin de bornes sur le rapport de Green (cf. partie 5.4)
pour assurer la re´currence au sens de Harris et l’ergodicite´ ge´ome´trique.
Seconde parame´trisation. On conside`re
Σ = {x ∈ R2 ‖x‖2 ≤ dmax} ×M
z = (x, y, θ, L, l) ηu(z) = (xu + x, yu + y, θ, L, l)
Le Jacobien vaut 1, et si l’on utilise un ge´ne´rateur uniforme sur Σ, le rapport
peut eˆtre e´crit :
R(x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
1
pi ∗ d2max
jx∪vd (v)∑
u∈x j
x
b (u) 1(‖u− v‖2 ≤ dmax)
Le proble`me se de´place donc vers la ge´ne´ration uniforme dans un disque. Une
solution classique est de ge´ne´rer des points dans le carre´ de largeur 2dmax jusqu’a`
ce que l’un d’entre eux tombe dans le disque.
5.3.3 Transformations simples
Nous appelons ainsi les transformations qui laissent le nombre de points in-
change´s dans la configuration courante.
Cadre ge´ne´ral
Les transformations que nous pre´sentons dans cette partie changent les pa-
rame`tres d’un point choisi au hasard dans la configuration. Les transformations
comme la translation ou la rotation en sont des exemples. On peut voir ces trans-
formations comme des sche´mas de mise a` jour classique de Metropolis Hastings.
Les de´monstrations qui suivent servent juste a` montrer que l’on peut choisir le
point a` perturber suivant une loi de´pendant de la configuration, et que l’on peut
facilement utiliser une approximation d’une mise a` jour de Gibbs.
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Notations. Nous conside´rons un ensemble Σ, et une mesure associe´e λΣ(.).
D’habitude Σ est un sous ensemble de Rk ou un de Z et λΣ la mesure de Lebesgue
associe´e ou la mesure comptable. Pour une configuration de points x donne´e et
un point u ∈ x fixe´, on conside`re une variable ale´atoire Z(x,u) a` valeur dans
Σ(x, u) ⊂ Σ. Soit P(x,u)Z (.) la loi de Z(x,u) sur Σ(x, u), que l’on suppose domine´e
par λΣ(.). Soit f
(x,u)
Z (.) la densite´ associe´e. Un noyau de transformation simple
va donc appliquer une injection ζx a` une re´alisation z de la variable ale´atoire
pour obtenir un nouvel objet :
ζx : S × Σ → S
(u, z) → v
Noyau de proposition. Conside´rons ensuite le noyau de perturbation suivant.
Si l’e´tat courant est x = {u1, . . . , un(x)}, on choisit d’abord un objet u parmi les
ui suivant une loi discre`te j
x(ui), on ge´ne`re z suivant la loi de Z(x,u), on calcule
v = ζx(u, Z), et on propose y = x \ u ∪ v.
Ce noyau peut eˆtre e´crit :
Q(x, A) =
∑
u∈x
jx(u)P
(x,u)
Z (1A(x \ u ∪ ζx(u, z))
On conside`re alors la mesure ξ suivante :
ξ(A×B) =
∫
A
∑
u∈x
∫
Σ(x,u)
1B(x \ u ∪ ζx(u, z))s(dz)µ(dx)
Pour obtenir la syme´trie de cette mesure, nous supposons la syme´trie de la trans-
formation :
v = ζx(u, z) ⇐⇒ ∃z˜ ∈ Σ(y, v) t.q. y = x \ u ∪ v u = ζy(v, z˜) (5.14)
L’unicite´ de z˜ vient de l’injectivite´ de ζx(u, .). On obtient alors le rapport de
Green suivant :
R(x,y) =
h(y)
h(x)
jy(v)
jx(u)
f
(y,v)
Z (z˜)
f
(x,u)
Z (z)
Ce qui rappelle le rapport classique de Metropolis Hastings. Notons que l’on peut
avoir :
– Σ ⊆ Rk et λΣ(.) est une mesure de Lebesgue,
– Σ est un espace comptable et λΣ(.) la mesure comptable associe´e,
– Σ est un produit de tels ensembles et λΣ(.) la mesure produit des mesures
associe´es.
Perturbations simples
Nous pre´sentons rapidement quelques transformations simples dans le cas des
configurations de rectangles : M ⊂ R3 (angle, longueur et largeur).
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Translation. Pour cette transformation : ζ(x,u) ne de´pend pas de x et Σ =
[−δx, δx]× [−δy, δy].
ζ(.; z) : u = (x, y, θ, L, l) → (v = x + zx, y + zy, θ, L, l)
Comme Σ est syme´trique, la condition (5.14) est obtenue en prenant z˜ = −z. Si
(x + zx, y + zy) 6∈ K, la proposition peut eˆtre rejete´e sans aucune incidence sur la
loi invariante comme souligne´ dans la partie 5.2. En pratique nous avons pris les
lois uniformes :
jx(.) =
1
n(x)
∑
u∈x
1u(.) f
x
Z(.) =
λΣ(.)
λΣ
R(x,y) =
h(y)
h(x)
Rotation. Pour cette transformation on utilise : z ∈ Σ = [−δθ; +δθ] ⊆ R et ζ :
ζ(.; z) : u = (x, y, θ, L, l) → (v = x, y, θ + δθ, L, l)
Dilatations. On utilise deux dilatations, l’une pour la longueur, l’autre pour la
largeur. Nous ne de´crivons ici que la premie`re. On prend Σ = {0, 1}× [−δL; +δL].
Avec z = (zk, zL) on de´finit ζ ainsi :
ζ(.; z) : u = (x, y, θ, L, l) → v = (x+zL
2
cos(θ+zk∗pi), y+zL
2
sin(θ+zk∗pi), θ, L+zL, l)
Mises a` jour avec une pre´-exploration
Les perturbations simples, comme la rotation, reposent sur une ge´ne´ration
ale´atoire d’une nouvelle position d’un objet dans un espace Σ. Une question que
l’on peut se poser est : peut on ge´ne´rer une nouvelle position suivant une loi qui
soit mieux adapte´e au proble`me ? Nous proposons d’utiliser un me´lange discret
de lois uniformes sur Σ, en prenant des poids du me´lange qui soient pertinents.
Ces poids sont donne´s par une e´tape de pre´-exploration.
Exemple de la rotation. La figure 5.2 pre´sente la transformation de rotation
sur un rectangle et montre visuellement l’ide´e de la pre´-exploration : on associe
a` chaque bande d’angle un poids dont la valeur provient de la pre´-exploration.
(a) Usuelle (b) Avec une pre´-exploration
Fig. 5.2: La rotation sous deux formes
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Soit N un entier, ∆θ la variation maximale d’angle autorise´e et θ(u) l’angle de
l’objet u se´lectionne´. On partitionne l’intervalle des angles possibles θ−∆θ, θ+∆θ
en N + 1 intervalles centre´s autour des valeurs θui :
∀i ∈ −N, . . . , N θui = θ(u) + i ∗ 2 ∗ δθ ∆θ = (N + 1) ∗ δθ
Ce qui permet de´crire Σ(x, u) = [θ −∆θ, θ + ∆θ[sous la forme suivante :
Σ(x, u) = [θ(u)−∆θ, θ(u) + ∆θ] =
N⋃
i=−N
[θui − δθ, θui + δθ] =
N⋃
i=−N
Bui
Le seul changement par rapport a` la transformation de rotation dans le cas simple
provient de la loi utilise´e pour choisir le nouvel angle. La loi de cette variable Z
est un me´lange de loi uniformes ponde´re´es par des poids pi :
f
(x,u)
Z (.) =
N∑
i=−N
p
(x,u)
i
1Bi(.)
2 ∗ δθ
Nous nous inte´ressons maintenant a` ces poids pi. Nous allons utiliser la densite´
a` simuler pour favoriser les intervalles inte´ressants. Commenc¸ons par introduire
quelques notations : h(.) est la loi non normalise´e que l’on veut simuler, U(.)
l’e´nergie correspondante, h¯(.) la version normalise´e de h(.) et T˜ un parame`tre de
tempe´rature fictif.
h¯(.) =
h(.)∫
h
h¯(.) ∝ exp(−U(.))
On conside`re les 2N + 1 configurations obtenues en perturbant la configuration
courante x avec un des parame`tre d’angle θi centre d’un des intervalles Bi, et
regardons les valeurs de la densite´ normalise´e en chacune de ces configurations :
xi = x \ u ∪ ζ(u, θi) hi(x) = h¯(xi)
Les poids que nous proposons de prendre sont alors parame´tre´s par la tempe´rature
fictive T˜ et s’e´crivent :
p
(x,u)
i ∝ h
1
T˜
i (x) p
(x,u)
i =
h
1
T˜
i (x)∑
j h
1
T˜
j (x)
(5.15)
Dans le cadre formule´ par Green, il nous faut pouvoir conside´rer les transfor-
mations inverses. Si v a e´te´ obtenu graˆce a` la transformation pre´sente´e ici, nous
notons κ(u, v) l’entier correspondant a` la boule ayant permis d’obtenir v :
i = κ(u, v) ⇐⇒ θ(v) ∈ Bui
Le sche´ma de mise a jour est donc de´crit par les ite´rations suivantes :
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En pratique Perturbation avec pre´-exploration
[1] Choisir u ∈ x d’apre`s la loi discre`te jx(.).
[2] Calculer (θ−N , . . . , θN ) en fonction de u.
[3] Choisir l’un des Bi d’apre`s la loi discre`te (p
(x,u)
i ).
[4] Ge´ne´rer z ∈ Bi uniforme´ment.
[5] Calculer v = ζ(u, z) et y = x \ u ∪ v,
[6] puis (θ′−N , . . . , θ
′
N ) qui de´pendent de v.
[7] Calculer (p
(y,v)
i ) et surtout pκ(v,u), c’est a` dire le poids
associe´ a la boule dont la se´lection permet de revenir
de v a` u lors de la transformation re´ciproque.
[8] Calculer le rapport de Green :
R(x,y) =
h(y)
h(x)
jy(v)
jx(u)
pκ(v,u)
pκ(u,v)
[9] Accepter la perturbation avec une probabilite´
min(1, R).
Calcul des pi. Un premier proble`me vient du calcul des (pi). Leur expres-
sion donne´e par l’e´quation 5.15 n’est pas utilisable en pratique. Un calcul rapide
montre que :
p
(x,u)
i ∝ h¯
1
T˜ (xi)
∝
(
h¯(xi)
h¯(x)
) 1
T˜
∝ exp
(
−U(xi)− U(x)
T˜
)
ce qui donne l’expression pi :
p
(x,u)
i =
exp
(
−U(xi)−U(x)
T˜
)
∑N
j=−N exp
(
−U(xj)−U(x)
T˜
)
Cette expression est utile puisqu’elle ne ne´cessite le calcul que de 2N+1 diffe´rences
d’e´nergie entre deux configurations xi et x qui ne diffe`rent que d’un point.
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Taux de Green. Le meˆme argument applique´ a` y et yi rend le calcul du
rapport de Green facile a` mener :
τ(x,y) =
pκ(v,u)
pκ(u,v)
=
exp
(
−U(yκ(v,u))−U(y)
T˜
)
exp
(
−U(xκ(u,v)−U(x)
T˜
) ∑Nj=−N exp
(
−U(xj)−U(x)
T˜
)
∑N
j=−N exp
(
−U(yj)−U(y)
T˜
)
= exp
(
−U(yκ(v,u))− U(xκ(u,v))
T˜
) ∑N
j=−N exp
(
−U(xj)
T˜
)
∑N
j=−N exp
(
−U(yj)
T˜
)
Proprie´te´s. Pour expliquer intuitivement le comportement de ce rapport, nous
supposons maintenant que le rapport des sommes ci-dessus vaut 1. C’est le cas
si, par exemple, (θu−N , . . . , θ
u
N ) = (θ
v
−N , . . . , θ
v
N ). Il est possible d’obtenir un tel
re´sultat en imposant que
∆θ = pi Σ(x, u) = Σ(y, v) = ∪i=Ni=−NB(θˆi, δθ)
en utilisant comme centre des intervalles Bi des θˆi fixe´s par avance. Cela signifie
que Σ est divise´ en plusieurs bandes qui ne de´pendent ni de u ni de v, Une
autre simplification consiste a` poser T˜ = 1 et utiliser pour jx(.) et jy(.) des lois
uniformes. Cela donne :
R(x,y) = exp
[− (U(y)− U(xκ(u,v))) + (U(x)− U(yκ(v,u)))]
Comme xκ(u,v) correspond au centre de la boule qui donne y par une perturbation
uniforme de rayon δθ, et que yκ(v,u) correspond a` x, si nous faisons de´croˆıtre δθ
vers 0, R tend vers 1 :
lim
δθ→0
R = 1
Il est donc possible de limiter la corre´lation de la chaˆıne de Markov en rendant
δθ suffisamment petit.
On peut conside´rer la transformation pre´ce´dente comme une approximation lo-
cale d’une loi conditionnelle si la condition (5.3.3) est ve´rifie´e. On peut donc voir
cette transformation comme une approximation d’un sche´ma de perturbation de
Gibbs ou` la partie “acceptation” corrige l’erreur de discre´tisation.
5.4 Echantillonneur ame´liore´ (Synthe`se)
Nous rappelons que nous voulons e´chantillonner la loi d’un processus ponctuel
pi(.) de´finie par la loi d’un processus de Poisson de re´fe´rence µ(.) d’intensite´ ν(.)
et par une densite´ h(.) connue a` une constante de normalisation pre`s.
Nous e´tendons ici l’algorithme de Geyer et Møller pour les processus ponctuels.
Nous nous inte´ressons a` un algorithme qui utilise un noyau de proposition qui est
une combinaison line´aire des noyaux pre´ce´demment de´crits. Nous rappelons que
l’on e´crit le noyau de proposition :
Q(x, A) =
∑
m
Qm(x, A) with Q(x, C) ≤ 1
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et que l’on note :
pm(x) = Qm(x, C)
la probabilite´ de choisir le noyau Qm dans e´tat x.
5.4.1 Algorithme
On distingue trois types de proposition.
Naissance ou mort
On note le noyau de naissance ou mort QBD. On rappelle que les deux taux de
Green associe´s sont :
RBD(x,x ∪ u) = pd(x ∪ u)
pb(x)
h(x ∪ u)
h(x)
ν(S)
n(x) + 1
et
RBD(x,x \ u) = pb(x \ u)
pd(x)
h(x \ u)
h(x)
n(x)
ν(S)
Cette transformation n’ajoute aucune contrainte sur ν(.)
Transformations simples
On peut supposer sans eˆtre re´ducteur qu’il y a un seul noyau de transformation
simple (qui n’ajoute ni n’enle`ve de point). On le note QNJ (Non Jumping). Le
rapport associe´ est donne´ par :
y = x \ u ∪ v RNJ(x,y) = h(y)
h(x)
jy(v)
jx(u)
f
(y,v)
Z (z˜)
f
(x,u)
Z (z)
ou` jx(u) est la probabilite´ de choisir le point u dans x, et f(.) est la densite´ de
la variable ale´atoire auxiliaire Z utilise´e pour cre´er le nouvel objet v.
Naissance ou mort dans un voisinage
On note ce type de noyau QBDN . Nous avons vu que l’expression ge´ne´rale du
rapport de Green s’e´crit :
y = x ∪ v v = ηu(z) v ∈ ∂(u)
RBDN (x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
jx∪vd (v) fν(v)∑
u∈x j
x
b (u) fZ(η
−1
u (v))Λu(v)
RBDN (x,x \ v) = h(x \ v)
h(x)
pb
pd
∑
u∈x\v j
x\v
b (u) fZ(η
−1
u (v)) Λu(v)
jxd (v) fν(v)
ou` :
– v = ηu(z), ηu est le diffe´omorphisme qui permet d’utiliser une re´alisation z ∈ Σ
d’une variable ale´atoire Z pour cre´er un nouveau point dans le voisinage de
u, ∂(u),
– fZ(.) est la densite´ de cette variable ale´atoire par rapport a` la mesure de
Lebesgue sur Σ
– Λu(.) est la prolongation du Jacobien de η
−1
u sur Σ,
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– et fν(.) est la densite´ de l’intensite´ ν(.) du processus de Poisson de re´fe´rence
par rapport a` la mesure de Lebesgue sur S.
Rappelons que l’analyse de la partie pre´ce´dente a apporte´ l’hypothe`se de
dimension matching :
Hypothe`se 1 Dimension Matching.
Pour tout objet u de S, ∂(u), Σ et S sont de meˆme di-
mension.
Nous rappelons e´galement que nous avons choisi les loi discre`tes suivantes.
Hypothe`se 2 Naissance dans un voisinage
Le choix de l’objet dans le voisinage duquel un nouvel objet est
propose´ suit la loi suivante :
jxb (u) =
1
n(x)
(5.16)
Ce qui correspond a` la proce´dure :
[1] Choisir uniforme´ment un objet u dans la configura-
tion courante,
[2] proposer d’ajouter un objet v dans ∂(u)
Mort dans un voisinage
Le choix de l’objet a` tuer suit la loi discre`te :
jxd (u) =
1
2 ∗ card {{v, w} ∈ R(x) u ∈ {v, w}}
card R(x) (5.17)
qui re´sulte de la proce´dure :
[1] choisir une paire {v, w} de R(x) uniforme´ment,
[2] choisir v ou w avec une probabilite´ 0.5,
[3] proposer de retirer cet objet.
Algorithme
L’algorithme utilise´ est le suivant :
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Algorithme B Pour un e´tat courant Xt = x
[1] choisir l’un des noyaux Qm(., .) pre´ce´demment de´crit
avec une probabilite´ pm(x),
[2] ge´ne´rer y suivant ce noyau : y ∼ Qm(x, .),
[3] calculer le rapport de Green Rm(x,y) et le taux d’ac-
ceptation αm(x,y)
[4] accepter la proposition Xt+1 = y avec une probabilite´
α, et la rejeter sinon.
5.4.2 Conditions
Nous rappelons d’abord la condition de stabilite´ classique :
Condition 1 Stabilite´ usuelle
Un processus ponctuel dont la densite´ de probabilite´ non
normalise´e est h(.) par rapport a` µ(.) est stable si il existe un
re´el Rh tel que :
h(x ∪ u) ≤ Rhh(x) ∀x ∈ C, ∀u ∈ S
Nous ajoutons d’abord, la condition suivante qui sert a` assurer l’ape´riodicite´ de
la chaˆıne.
Condition 2 Ape´riodicite´
la probabilite´ de ne proposer aucune perturbation est stricte-
ment positive :
∀x P(Xn+1 = Xn) ≥ pI > 0
Nous ajoutons ensuite les conditions suivantes qui servent a` simplifier la
preuve. On peut les lever sans perdre les proprie´te´s de convergence.
Condition 2b (Facultative) Condition sur le me´lange
1. la probabilite´ de choisir une transformation pm(x) ne
de´pend pas de x (i.e.. est constante),
2. dans le cas des transformations de naissance ou mort
simples ou dans un voisinage, les probabilite´s de choisir
une naissance pb et une mort pd ne de´pendent pas de x
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Les conditions qui suivent sont faciles a` assurer et donnent des bornes utiles
aux rapports de Green de la naissance ou mort dans un voisinage.
Condition 3 On suppose que les ine´galite´s suivantes sont ve´rifie´es :
intensite´
∃Rν ∈ R t.q. fν(.) < Rν
variable ale´atoire auxiliaire
∃(rZ , RZ) ∈ R2 t.q. 0 < rZ < fZ(.) < RZ
Jacobien
∃(rJ , RJ) ∈ R2 t.q. 0 < rJ < |J−1ηu (.)| < RJ
La premie`re condition est facile a` obtenir puisque l’on travaille sur un
borne´ S ⊆ Rd. La seconde condition est relie´e a` la variable ale´atoire utilise´e pour
ge´ne´rer un nouvel objet dans le voisinage d’un autre. Utiliser une loi uniforme est
utile en pratique et donne la condition en question. La dernie`re condition est lie´e
a` la diffe´rentiabilite´ de la transformation ηu. Nous avons de´ja` vu sur un exemple
comment obtenir une telle condition (voir partie 5.3.2). Ces deux dernie`res
conditions peuvent eˆtre remplace´es par une unique condition de minoration du
produit fZ(z)|J−1η−1u (z)| (les bornes supe´rieures ne sont pas ne´cessaires).
On ajoute finalement une condition sur la relation ∼ entre les objets :
Condition 4 Il est possible de partitionner S de fac¸on que toute paire d’objets
d’un e´le´ment de la partition soit en relation :
∃k ∈ N t.q. S = S1 ∪ · · · ∪ Sk Si ∩ Sj = ∅
ou` tous les Si ve´rifient :
∀i ∈ {1, . . . , N}, si {u, v} ∈ S2i alors u ∼ v
Comme S est borne´ on peut remarquer que la condition de “dimension
matching” re´sultant de l’hypothe`se 1 implique la condition 4. Par cette
hypothe`se, on a en effet que les voisinages des objets ne sont pas ne´gligeables :
∃r∼ t.q. ∀u ∈ S λS (∂(u)) > r∼
Il suffit alors de remarquer que comme S est borne´ on peut ite´rativement
construire un suite d’ensembles strictement de´croissante en ajoutant des points
un a` un.
5.4.3 Proprie´te´s :
La chaˆıne de Markov ainsi construite posse`de les proprie´te´ requises :
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Proposition Sous les hypothe`ses 1 et 2 et les conditions 1,2 et 3, L’al-
gorithme B construit une chaˆıne de Markov qui est pi(.)
re´versible, ape´riodique, pi-irre´ductible, Harris re´currente et
ge´ome´triquement ergodique.
5.4.4 Preuve de la pi(.) re´versibilite´ :
Proposition L’algorithme B construit une chaˆıne de Markov qui est pi(.)
re´versible
La preuve est imme´diate puisque les noyaux de proposition et les taux
d’acceptation associe´s ont e´te´ construit pour obtenir cette re´versibilite´.
5.4.5 Preuve des proprie´te´s de stabilite´ de la chaˆıne
Nous pre´sentons une adaptation de la preuve de Geyer (voir [Geyer, 1999]).
Notre but est de montrer :
– que les noyaux ajoute´s ne font pas perdre les proprie´te´s de stabilite´,
– qu’il est possible de ge´ne´rer suivant une mesure d’intensite´ inhomoge`ne : ν(.)
n’est pas force´ment une mesure de Lebesgue.
ϕ- Irre´ductibilite´ et ensembles petits
ϕ-Irre´ductibilite´. Rappelons qu’une chaˆıne de Markov (Xn)n≥0 sur χ est
irre´ductible si pour tout x ∈ χ et tout B ⊂ χ, il existe un entier n tel que la
probabilite´ d’atteindre B en partant de x est strictement positive : Pn(x, B) > 0,
avec la condition que B soir de mesure ϕ non nulle ou ϕ est une mesure non nulle
sur χ. Pour notre cas Pn(x, B) = P(Xn+1 ∈ B|X1 = x).
Ensemble petits. Un ensemble C est petit si il existe une mesure ϕ′ non nulle
et un entier n tel que :
Pn(x, B) ≥ ϕ′(B) ∀x ∈ C et B ∈ B (5.18)
Premier re´sultat. Nous e´tendons le re´sultat de Geyer :
Proposition Si la densite´ non normalise´e satisfait les conditions 1 et 2 l’al-
gorithme simule une chaˆıne de Markov ϕ irre´ductible et tout
ensemble borne´ est petit.
De´finissons ϕ0(.) comme la mesure non nulle suivante sur C
∀x ∈ C
{
ϕ0(x) = 1 if x = ∅
ϕ0(x) = 0 else
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Il est possible de choisir Rh satisfaisant la condition 1 et suffisamment grand
pour que :
RBD(x,x \ v) ≥ 1
Rh ν(S)
pb
pd
et
1 ≥ 1
Rh ν(S)
pb
pd
Nous conside´rons maintenant une configuration x, et un entier m ≥ n(x). Nous
avons donc :
P
m(x, {∅}) ≥ Pn(x)(x, {∅}) Pm−n(x)(∅, {∅}) (5.19a)
≥ pn(x)BD pn(x)d
(
1
Rh ν(S)
pb
pd
)n(x)
p
m−n(x)
I (5.19b)
≥ pn(x)BD pn(x)b pm−n(x)I
(
1
Rh ν(S)
)n(x)
(5.19c)
ce qui donne finalement :
P
m(x, {∅}) ≥ pmBD pmb pmI
(
1
Rh ν(S)
)m
Cela montre que la chaˆıne est ϕ0-irre´ductible car Pm(x, {∅}) > 0 quand m ≥ n(x).
Le meˆme calcul montre que tout ensemble borne´ est petit. Pour un entier m donne´,
conside´rons :
C = {x ∈ C : n(x) ≤ m}
On peut introduire :
c = pmBD p
m
b p
m
I
(
1
Rh ν(S)
)m
et donc l’e´quation (5.18) est e´tablie avec : ϕ′ = cϕ0.
Re´currence de Harris et ergodicite´ ge´ome´trique
Re´currence au sens de Harris. Rappelons brie`vement que la re´currence
de Harris d’une chaˆıne de Markov dont la loi invariante est pi(.) consiste en
la proprie´te´ suivante : pour tout x ∈ C, et tout ensemble A pi positif on a
Px(τA < ∞) = 1 ou` τA est le temps d’arreˆt τA = inf{n t.q. Xn ∈ A. Un
moyen pratique pour montrer la re´currence de Harris est d’utiliser une condition
de drift. Pour une fonction W donne´e on de´finit l’ope´rateur :
PW (x) = E[W (Xt+1)|Xt = x] =
∫
P(x, dy)W (y)
W est dite non-borne´e hors des ensembles petits si pour tout γ > 0, l’ensemble
de niveau {x ∈ C : W (x) ≤ γ} est petit (voir [Robert, 1996]1).
Une chaˆıne de Markov satisfait la condition de drift pour la re´currence si
il existe une fonction W : C → (0,∞) et un ensemble petit C tel que
PW (x) ≤ W (x) x 6∈ C
Si la chaˆıne satisfait la condition de drift pour la re´currence, alors elle
est re´currente au sens de Harris (voir [Meyn et Tweedie, 1993, Robert, 1996,
Robert et Casella, 1999]).
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Ergodicite´ ge´ome´trique. Une chaˆıne de Markov est ge´ome´triquement er-
godique si il existe une constante r > 1 telle que :
∞∑
n=1
rn‖Pn(x, .)− pi(.)‖TV < ∞ ∀x ∈ C
Cette proprie´te´ est implique´e (voir [Meyn et Tweedie, 1993, Robert, 1996]) par
la condition de drift ge´ome´trique. La chaˆıne ve´rifie cette condition si il existe
une fonction W : C → [1,∞), deux constantes b < ∞,$ < 1 , et un ensemble
petit C tels que :
PW (x) ≤ $W (x) + b1C(x) ∀x ∈ C (5.20)
Si la chaˆıne est ape´riodique, toute W ve´rifiant cette condition de drift ge´ome´trique
est non-borne´e hors des ensembles petits. En d’autre termes, la condition de
drift ge´ome´trique implique la condition pour la re´currence.
Proposition Sous les conditions 1,2,3 et 4, l’algorithme B simule une chaˆıne
de Markov qui est
– re´currente au sens de Harris
– et ge´ome´triquement ergodique.
Preuve : on utilise la meˆme fonction que Geyer : W (x) = An(x), avec
une constante A > 1 arbitraire. Il y a deux transformations qui ajoutent un point
a` la configuration courante x : celle de naissance ou mort et celle de naissance
ou mort dans un voisinage. On note α+BD(x,y) la probabilite´ d’accepter une
naissance propose´e par la naissance ou mort classique. Graˆce aux conditions 1 et
2, et graˆce a` l’expression du rapport de Green on obtient aise´ment que :
α+BD(x,y) ≤
pd
pb
Rh ν(S)
n(x) + 1
Donc pour un  ∈ (0, 1) donne´, il existe KBD de´pendant de Rh, pb,pd et ν(S) tel
que :
α+BD(x,y) <  quand n(x) ≥ KBD
L’expression du rapport pour une mort donne que la probabilite´ d’accepter une
mort vaut 1 quand n(x) est suffisamment grand.
α−BD(x,y) = 1 quand n(x) ≥ KBD
On note α+BDN (x,y) la probabilite´ d’accepter une naissance en utilisant la nais-
sance ou mort dans un voisinage. De par les conditions 1,2 et 3 :
α+BDN (x,x ∪ v) ≤
pd
pb
Rh Rν
rZrJ
jx∪vd (v)∑
u∈x j
x
b (u)1(u ∈ ∂(v))
Le terme 1(u ∈ ∂(v)) vient de l’expression de Λu(v). On s’inte´resse maintenant
au rapport jx∪vd (v)/
∑
u∈x j
x
b (u)1(u ∈ ∂(v)) dans le but de montrer qu’il tend
vers 0 quand n(x) tend vers l’infini. Pour cela nous utilisons les expressions de jd
et jb donne´es par (5.17) et (5.16). On obtient :
jx∪vd (v)∑
u∈x j
x
b (u)1(u ∈ ∂(v))
=
1
2
∗ card {{ui, uj} ∈ R(x ∪ v) t.q. v ∈ {ui, uj}}
cardR(x ∪ v)
card {{ui, uj} ∈ R(x ∪ v) t.q. v ∈ {ui, uj}}
n(x)
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Si l’on note s(x) le nombre de paires de points interagissant dans x, c’est-a`-dire
s(x) = card{R(x)}, on obtient apre`s calculs :
jx∪vd (v)∑
u∈x j
x
b (u)1(u ∈ ∂(v))
=
1
2
n(x)
(s(x) + 1)
(5.21)
Ce re´sultat est important puisque, comme nous le montrons maintenant, sous la
condition 4, s(x) a` un comportement quadratique avec le nombre de points ce
qui fait que le rapport du premier sur le dernier tend vers 0 quand le nombre de
points va vers l’infini.
Lemme Sous la condition 4,
sup
{
n(x)
s(x)
: x t.q. n(x) = n
}
(5.22)
tend vers ze´ro quand n tend vers l’infini.
Preuve du lemme : Nous reprenons ici un argument classique que l’on
retrouve entre autre dans le papier de Geyer [Geyer, 1999]. Graˆce a` la condition
4, on partitionne S en k sous-ensembles Si tels que si deux points sont dans le
meˆme Si, il sont en relations. Une configuration x donne´e met ni points dans
chaque Si :
n(x) =
k∑
i=1
ni s(x) ≥
k∑
i=1
(
ni
2
)
= s(n1, . . . , nk)
Si l’on conside`re les k-uplets (n1, . . . , nk) dans R
k, il est connu que le minimum
de s(n1, . . . , nk) sous la contrainte
∑
ni = n est obtenu quand ni = n/k pour
tout i. On obtient alors :
s(n1, . . . , nk) ≥ k ∗ (n/k) ∗ (n/k − 1)
2
ce qui me`ne a` :
si n(x) ≥ k s(x) ≥ n(x)(n(x)− k)
2k
Graˆce au comportement quadratique de s, le lemme est montre´. Notons que ce
comportement est essentiellement du a` la re´flexivite´ de la relation.
On peut maintenant conclure sur le comportement de α+BDN . Pour un  ∈ (0, 1),
donne´, il existe KBDN de´pendant de Rh, k, Rν , rZ , rJ , pb, pd et ν(S) tel que :
α+BDN (x,x ∪ v) <  quand n(x) ≥ KBDN
Par syme´trie du rapport, si n(x) est suffisamment grand, la probabilite´ d’accepter
une mort dans un voisinage est e´gale a` 1
α−BDN = 1 quand n(x) ≥ KBDN
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On note pst la probabilite´ de faire un mouvement qui laisse le nombre de points
inchange´. On retrouve dans cette probabilite´, la probabilite´ de rejeter une nais-
sance, de rejeter une mort et de proposer une transformation simple.
Donc si l’on de´finit K = max(K
BD
 , K
BDN
 ) , on obtient que pour n(x) ≥ K
PW (x) = E[W (Xt+1)|Xt = x]
≤ An(x)+1(pBD pb α+BD + pBDN pb α+BDN ) + . . .
. . . An(x)pst + A
n(x)−1(pBD pdα
−
BD + pBDN pdα
−
BDN )
≤
(
A(pBD pb + pBDN pb) + pst +
1
A
(pBDN pd + pBD pd)
)
W (x)
On fixe ensuite  suffisamment petit pour obtenir un $ < 1 tel que
PW (x) ≤ $W (x) pour n(x) ≥ K
en prenant :
$ = A(pBD pb + pBDN pb) + pst +
1
A
(pBDN pd + pBD pd)
Conside´rons maintenant C = {x ∈ C : n(x) < K} qui est petit. Il est e´vident
que :
PW (x) ≤ AK+1 pour x ∈ C
et donc, en prenant b = AK+1 la condition de drift ge´ome´trique (5.20) est ve´rifie´e.
Conclusion
Il est donc possible d’utiliser des naissances morts dans un voisinage sans res-
triction de`s lors que l’on utilise bien le bon sche´ma. En effet, la condition de drift
vient du comportement quadratique du nombre d’interactions avec le nombre de
points et de la proce´dure choisie pour retirer un point en interaction a` la confi-
guration. Rappelons que nous choisissons d’abord un paire de points et ensuite
un point dans la paire. Une autre possibilite´ aurait e´te´ de choisir uniforme´ment
un point parmi ceux qui appartiennent a` au moins une paire. Ce second sche´ma
inverse le taux et la condition de drift est alors perdue, a` moins de rajouter une
conditions sur la densite´ a` simuler.
5.5 Ve´rifications par l’expe´rience
Lorsque l’on utilise une me´thode MCMC, il est essentiel de s’assurer que l’im-
plantation informatique en a bien e´te´ faite. Cela est tout particulie`rement impor-
tant lorsque l’on veut estimer les parame`tres d’un mode`le puisque la proce´dure
repose sur l’ ”importance sampling”. Nous ve´rifions dans cette partie que les
taux calcule´s sont exacts et que la transformation de naissance ou mort dans un
voisinage ame´liore bien la convergence de la chaˆıne de Markov.
5.5.1 Processus de Poisson
Nous conside´rons des configurations de rectangles :
M = [−pi
2
,
pi
2
]× [Lmin, Lmax]× [lmin, lmax]
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et prenons comme image le carre´ unite´ de R2 :
K = [0, 1]× [0, 1]
La mesure de re´fe´rence que nous utilisons est caracte´rise´e par la mesure d’intensite´
suivante :
ν(.) = (λK × λM
λM (M)
)(.)
Dans les parties qui suivent, nous conside´rons un processus de Poisson X de
densite´ h(.) par rapport au processus de Poisson d’intensite´ ν(.) ou` :
h(x) ∝ exp(
∑
u∈x
β(u))
On peut ve´rifier que pour un bore´lien donne´ A ⊂ S, la variable ale´atoire NA(X)
qui compte le nombre de points de X tombant dans A suit une loi de Poisson
discre`te :
NA(X) suit une loi de Poisson de moyenne E[NA(X)] =
∫
A
β(u)dν(u)
(5.23)
5.5.2 Loi cible et variation totale
Nous proposons ici un moyen de ve´rifier (partiellement) que l’algorithme
converge vers la loi de´sire´e. Nous proposons de choisir un ou plusieurs bore´liens A
et de ve´rifier la proprie´te´ ci-dessus sur un nombre N de trajectoires de la chaˆıne
de Markov en comparant la loi empirique de N(Xt) au temps t et la loi cible. Soit
(pˆt(n,A))n≥0 la loi empirique du nombre de points de Xt tombant dans A :
pˆtn =
1
N
N∑
i=1
1(NA(X
i
t) = n) (5.24)
Si (pn) est la loi de Poisson the´orique de NA(Xt), on conside`re la distance sui-
vante :
dmmaxmmin (t, A) =
mmax∑
n=mmin
|pn − pˆtn| (5.25)
ou` mmin, mmax sont deux parame`tres de´finissant le support fini sur lequel les lois
empiriques et the´oriques sont compare´es.
L’e´tude du comportement de cette distance permet d’obtenir une validation
empirique de la convergence. Nous avons utilise´ cette proce´dure parce qu’il est
apparu que l’e´tude de la convergence des moments (premiers et second ordre)
n’e´tait pas suffisante : l’implantation des me´thodes MCMC peut donner lieu a`
des erreurs tre`s particulie`res qui faussent la distribution des variables ale´atoires
sans avoir d’impacts majeurs sur les moments.
L’un des avantages de cette proce´dure est qu’elle permet de visualiser la loi
empirique obtenue et donc de donner des indications sur l’origine informatique
d’une erreur.
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5.5.3 Naissance ou mort
Nous avons teste´ d’abord la convergence de la chaˆıne de Markov en utilisant
seulement le noyau de naissance ou mort. Pour la premie`re expe´rience, nous uti-
lisons A = S et β(u) = e de telle sorte que le nombre de points n(X) suivent
the´oriquement une loi de Poisson de moyenne e puisque ν(S) = 1. La figure 5.3
montre un re´sultat pour e = 30. Nous avons lance´ N = 10000 simulations et pris
mmin = 15 et mmax = 45 . Le premier graphique montre d en fonction du temps
t. Les deux autres graphiques comparent les fonctions de re´partitions the´oriques
et empiriques. La figure 5.4 montre trois re´sultats pour e = 30, e = 15 et e = 5,
ce dernier cas e´tant inte´ressant puisqu’il montre que la frontie`re n = 0 n’a pas
d’effet sur la simulation. Les supports de comparaisons conside´re´s sont re´sume´
par le tableau suivant :
e mmin mmax
5 0 30
15 0 30
30 15 45
Ces expe´rience montrent que la chaˆıne de Markov NS(Xt) converge vers la loi
de Poisson de´sire´e sur S. Il manque un point : nous devrions ve´rifier que les lois
conditionne´es par les e´ve`nements “le nombre de point est connu” suivent bien
une loi uniforme. Cela est en fait lie´ au ge´ne´rateur pseudo-ale´atoire. Nous avons
utilise´e un ge´ne´rateur connu pour sa robustesse2.
5.5.4 Naissance ou mort dans un voisinage
Dans cette partie, l’objectif est de montrer que l’expression the´orique obtenue
est valide et que ce type de transformations a un inte´reˆt. Pour cela, nous utilisons
un processus de Poisson inhomoge`ne, et nous ve´rifions expe´rimentalement que la
convergence est plus rapide quand un tel me´canisme de mise a` jour est utilise´.
Notons que la non homoge´ne´ite´ n’introduit pas de corre´lation spatiale entre les
points.
Processus de Poisson non homoge`ne
Soit un processus ponctuel de Poisson sur le compact [0, 1]×[0, 1] dont l’intensite´
n’est pas constante :
β(u) =
{
ρ ∗ e si u ∈ Ssub = [0, 12 ]× [0, 12 ]
e sinon
(5.26)
La partition correspondante de S est pre´sente´e par la figure 5.5(a).
Pour ρ = 1, le processus de Poisson est homoge`ne, d’intensite´ constante e. Pour
ρ > 1, la partie Ssub est favorise´e. La loi de Poisson correspondante est en effet
2MersenneTwister
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(b) Comparaison entre les fonctions de re´partition (cdf) the´oriques
et empiriques de Xt quand t = 1000. L’axe des abcisses repre´sente
le support de la lois conside´re´.
Fig. 5.3: Re´sultat de la premie`re expe´rience avec e = 30 pour N = 10000 trajec-
toires.
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Fig. 5.4: Distance d (ordonne´es) en fonction du temps pour e = 5, e = 15 et
e = 30 en utilisant A = S et N = 10000 trajectoires. L’e´tat initial est toujours la
configuration vide.
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(b) Re´alisation du pro-
cessus avec e = 50 et
ρ = 6
Fig. 5.5: Processus de Poisson non homoge`ne utilise´
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donne´e par :
E[NSsub(X)] = ρ
e
4
E[NS\Ssub(X)] =
3e
4
E[NS(X)] =
(ρ + 3)e
4
(5.27)
La figure 5.5(b) montre une re´alisation d’un tel processus de Poisson avec e = 50
et ρ = 6.
Expe´riences
Nous avons pris e = 20, et regarde´ les diffe´rents cas ρ = 1, ρ = 3, ρ = 6. Pour
chaque cas, deux se´ries de 10000 trajectoires sont simule´es, l’une en utilisant
seulement la naissance ou mort usuelle, l’autre en utilisant e´galement la naissance
ou mort dans un voisinage (pBDN = 0.5).
Loi d’inte´reˆt
Comme pour les expe´riences pre´ce´dentes, nous utilisons deux fonctions de dis-
tance.
– dS = d(t, Ssub), pour ve´rifier que NSsub(Xt) converge vers une loi de Poisson
de moyenne ρ ∗ 5,
– et dSc = d(t, S \ Ssub) pour ve´rifier que la variable ale´atoire correspondante
suit bien une loi de Poisson de moyenne 15
Le voisinage
Nous utilisons un voisinage de proximite´ au sens de la norme ‖.‖∞
u ∼ v ⇐⇒ max(|xu − xv|, |yu − yv|) ≤ dmax (5.28)
et un parame`tre dmax = 0.1. La figure 5.6 montre une re´alisation d’un processus
non homoge`ne avec e = 20 et ρ = 6 ou` les points relie´s sont voisins.
Fig. 5.6: Re´alisation d’un processus de Poisson non homoge`ne avec e = 20 et
ρ = 6. Si la distance (‖.‖∞) entre deux points vaut moins que 0.1 ceux ci sont
relie´s.
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Re´sultats
Les figures 5.7, 5.8 et 5.9 montrent des re´sultats respectivement pour ρ = 1,
ρ = 3 et ρ = 6.
Ces re´sultats montrent que la chaˆıne de Markov converge plus vite quand la
naissance ou mort dans un voisinage est utilise´e, si la non homoge´ne´ite´ est suf-
fisamment importante. Il est important de remarquer que sur la figure 5.9, ce
noyau de mise a` jour rend la convergence plus rapide sur Ssub mais plus lente sur
S \ Ssub. Une e´tude plus comple`te devrait e´tudier l’importance des parame`tres
pBD, pBDN , pb et dmax.
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Fig. 5.7: Les distances dS et dSc en fonction du temps avec ρ = 1 pour N = 10000
trajectoires : la premie`re n’utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise e´galement la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)
5.6 Ame´liorer la naissance ou mort dans un voisinage
5.6.1 Relations asyme´triques
Nous pre´sentons ici un type de naissance mort qui a fait ses preuves dans
nos applications. Nous conside´rons un potentiel d’intensite´ γ : S− > N. Ce
potentiel quantifie l’e´tat de l’objet u ∈ S. Par exemple, nous supposons que ce
potentiel peut eˆtre e´gal a` 0 ou 1. Dans notre cadre de de´tection de baˆtiment, cet
entier correspond a` un niveau d’une fonction d’attache au donne´e. Supposons que
le niveau γ(u) = 1 corresponde a` un objet pertinent par rapport aux donne´es.
En pratique, il est inte´ressant de ne pas perdre du temps dans l’exploration
de voisinages d’un objet non pertinent. Nous proposons donc ici une naissance
ou mort dans un voisinage qui n’agit que sur des objets pertinents. Ce noyau
applique les proce´dures suivantes :
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Fig. 5.8: Les distances dS et dSc en fonction du temps avec ρ = 3 pour N = 10000
trajectoires : la premie`re n’utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise e´galement la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)
0 200 400 600 800 1000
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
E(N(S))=30    and      E(N(Sc))=15    
  d(Sc) with BD only
  d(Sc) with BD+BDN
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Fig. 5.9: Les distances dS et dSc en fonction du temps avec ρ = 6 pour N = 10000
trajectoires : la premie`re n’utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise e´galement la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)
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En pratique Cas d’une naissance
[1] choisir un objet dans {u ∈ x t.q. γ(u) = 1} = γ1(x),
[2] proposer v dans ∂(u),
[3] accepter v avec le taux correspondant.
Cas d’une mort
[1] choisir une paire d’objet {u, v} dans R(x) telle que u
ou v appartiennent a` γ1(x),
[2] si u ∈ γ1 et v ∈ γ1 avec une probabilite´ 0.5 proposer
de retirer u ou v, sinon choisir l’e´le´ment unique de la
paire appartenant a` γ1.
Il faut d’abord remarquer qu’un tel noyau peut eˆtre de´crit par une nais-
sance ou une mort dans un voisinage comme de´crit dans la partie 5.3, en
utilisant :
jxb (u) =
1γ1(u)
card γ1(x)
(5.29)
et
jx∪vd (v) =
1
card R(x)
∑
u : {u,v}∈R(x)
1
2
1γ1(u)1γ1(v) + 1γ1(u)(1− 1γ1(v)) (5.30)
Pour garder les proprie´te´s de stabilite´, il faut montrer que le membre de gauche
de l’e´quation (5.21) tend toujours vers ze´ro.
En utilisant les meˆme notations que pre´ce´demment, on a :
jx∪vd (v)∑
u∈x
jxb (u)1(u ∈ ∂(v))
≤ cardγ1(x)
s(x ∪ v)
∑
u∈x
1γ1(u)[1−
1
2
1γ1(v)]1(u ∈ ∂(v))∑
u∈x
1γ1(u)1(u ∈ ∂(v))
ce qui, en utilisant le fait que card γ1(x) ≤ n(x) montre que la condition de drift
est toujours valide.
Pour e´tudier le comportement expe´rimental d’un tel noyau, en utilisant le cadre
d’expe´riences de´crit dans la partie pre´ce´dente, nous proposons de de´finir γ comme
e´tant : γ(u) = 1(u ∈ Ssub). Par conse´quent, la naissance ou mort dans un voisi-
nage n’est applique´e qu’a` des points de Ssub. La figure 5.10 montre le re´sultat : ce
type de transformation ame´liore la convergence sur Ssub mais pe´nalise celle sur
S \ Ssub.
5.6.2 Naissance ou mort dans un voisinage avec une pre´-
exploration
Comme la naissance ou mort dans un voisinage permet de favoriser l’exploration
d’une partie inte´ressante de l’espace d’e´tat, il peut eˆtre utile de combiner la
naissance ou mort dans un voisinage et le me´canisme de pre´-exploration pre´sente´
dans la partie 5.3,
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Fig. 5.10: Les distances dS et dSc en fonction du temps avec ρ = 6 pour N =
10000 trajectoires : la premie`re utilise la naissance ou mort usuelle (BD) et la
naissance ou mort dans un voisinage (BDN), la seconde utilisant la naissance
ou mort usuelle (BD) et la naissance ou mort dans un voisinage non syme´trique
(BDNsp).
En suivant l’ide´e du me´canisme de´crit, on obtient la proce´dure d’ite´ration
suivante pour la naissance :
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En pratique Ajouter un point
[1] partitionner Σ en plusieurs Σi de´finis par les centres
zi,
[2] calculer les variations d’e´nergie induites U(x∪ηu(zi)),
[3] choisir l’un des zi en suivant la loi discre`te (pi) en
fonction de ces variations d’e´nergie,
[4] ge´ne´rer un z dans la boule se´lectionne´e B(zi),
[5] proposer v = ηu(z),
[6] calculer toutes les paires de points impliquant v :
{v, w}, et pour chacune de ces paires, calculer :
– le jacobien associe´ Λw(v),
– la probabilite´ pI(w, v) de choisir la boule B(zi) telle
que η−1w (v) ∈ B(zi),
[7] mettre ensemble les grandeurs pour calculer le rapport
suivant :
R(x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
jx∪vd (v) fν(v)∑
u∈x j
x
b (u)
pI(u,v)
λ(B(zi))
Λu(v)
(5.31)
Tandis que pour retirer un point on applique la proce´dure suivante :
En pratique Retirer un point
[1] choisir une paire au hasard {u, v} de R(x), et choisir
un des 2 objets avec une probabilite´ 12 ,
[2] une fois que u est choisi, calculer toutes les paires
{u, v} impliquant u, et pour chacune d’elles calculer
– le jacobien associe´ Λv(u),
– la probabilite´ pI(v, u) de choisir une boule B(zi) telle
que η−1v (u) ∈ B(zi),
[3] mettre ensemble les diffe´rentes valeurs pour obtenir le
rapport suivant :
R(x,x \ v) = h(x \ v)
h(x)
pb
pd
∑
u∈x\v j
x\v
b (u)
pI(u,v)
λ(B(zi))
Λu(v)
jxd (v) fν(v)
(5.32)
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Les deux rapports ont e´te´ obtenus en remplac¸ant fZ(z) par un me´lange
de loi uniforme sur les lois B(Zi). Il faut noter que sous la condition 1 (stabilite´
usuelle) les bornes ne´cessite´es par la condition 3 sont assure´es.
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Troisie`me partie
Applications
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Introduction
Cette partie pre´sente les mode`les que nous avons propose´s pour extraire les
baˆtiments des Mode`les Nume´riques d’Elevation.
Cette partie ne ne´cessite pas de pre´requis particulier.
Le premier chapitre est sans conteste le plus important : il pre´sente un
mode`le ge´ne´rique de processus ponctuels pour la de´tection d’objets et une
spe´cification de ce mode`le pour extraire les formes rectangulaires dans les MNE
fonde´e sur la de´tection de discontinuite´s.
Les deux chapitres suivant pre´sentent deux possibilite´s d’extension qu’il
paraissait important d’explorer. L’un pre´sente un mode`le tri dimensionnel de
baˆtiment, l’autre pre´sente un mode`le de processus ponctuel reposant sur des
objets diffe´rents (rectangles et segments) en interaction.
Le dernier chapitre pre´sente deux heuristiques que nous avons mises en
place pour ame´liorer les performance des algorithmes utilise´s.
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Chapitre 6
De´tection des discontinuite´s
Nous nous plac¸ons dans le cadre de de´tection des baˆtiments pre´sente´ en intro-
duction. Nos objectifs peuvent eˆtre de´crits par les points suivants :
– Nous proposons de fusionner les deux premie`res e´tapes de focalisation et de
de´tection de primitives. Le but est de construire une me´thode automatique
qui extrait des formes simples de baˆtiment et fournit un re´sultat sous forme
vectorielle.
– Nous proposons e´galement de n’utiliser que les donne´es fournies par un Mode`le
Nume´rique d’Ele´vation. La figure 6.2 pre´sente un tel mode`le. Rappelons que le
niveau de gris de chaque pixel de l’image de´crit l’altitude du point correspon-
dant de la zone. Sur le mode`le pre´sente´ dans la figure, chaque pixel repre´sente
une zone de 20cm par 20cm. La re´solution altime´trique est de 10cm. Ce MNE
a e´te´ fourni par l’IGN.
– Notre but est e´galement d’utiliser des processus ponctuels pour introduire des
termes de re´gularisation mode´lisant une connaissance a priori de l’agencement
spatial des baˆtiments dans une ville (interactions attractives).
Dans cette partie, nous n’abordons pas la reconstruction tridimensionnelle pro-
prement dite.
Ce travail peut eˆtre vu comme un extracteur de moyen niveau. Les re´sultats
sont pre´sente´s sous forme de collections de primitives rectangulaires. Il faut no-
ter que S. Vinson et L. D. Cohen ont propose´ dans [Vinson et Cohen, 2002] et
[Vinson et al., 2001] une me´thode inte´ressante pour extraire des rectangles dans
les MNE a` partir d’une orthoimage et d’une pre´-segmentation. Notre travail se
focalise sur des zones plus denses et n’utilise pas de carte de pre´-segmentation
sol-sursol.
Nous commenc¸ons par pre´senter le mode`le d’un point de vue ge´ne´rique dans la
partie 6.1. Les deux parties suivantes de´taillent le mode`le utilise´ : si la partie 6.2
pre´sente le terme d’attache aux donne´es, la partie 6.3 se focalise sur le mode`le
d’interaction entre les baˆtiments. L’algorithme d’optimisation est brie`vement rap-
pele´ dans la partie 6.4, tandis que les re´sultats sont montre´s dans la partie 6.5.
Apre`s la conclusion (partie 6.6), viennent quelques calculs comple´mentaires dans
la partie 6.7.
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Fig. 6.1: Image ae´rienne d’Amiens (25cm) c©IGN
Fig. 6.2: Mode`le Nume´rique d’Ele´vation d’une partie d’Amiens c©IGN
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(a) Homoge`ne (b) Non homoge`ne
Fig. 6.3: Re´alisations de deux Processus de Poisson
6.1 Ge´ne´ralite´s sur le mode`le
6.1.1 Processus ponctuels
De´finition
Nous conside´rons d’abord un processus ponctuel X vivant sur K = [0, Xmax]×
[0, Ymax]. X est une application mesurable d’un espace probabilise´ abstrait
(Ω,A,P) vers l’espace des configurations de points de K :
∀ω ∈ Ω X (ω) = {x1, . . . , xn, . . .} xi ∈ K
Comme K est borne´, cette application de´finit bien un processus ponctuel. Rap-
pelons qu’un tel processus est essentiellement une variable ale´atoire dont les
re´alisations sont des configurations de points.
Processus ponctuel de Poisson
Le processus ponctuel le plus ale´atoire (au sens de l’entropie) est le processus
ponctuel de Poisson. Soit ν(.) une mesure positive sur K telle que ν(K) < ∞, et
X processus ponctuel de Poisson d’intensite´ ν(.). Une re´alisation de X peut eˆtre
obtenue par la proce´dure suivante :
[1] Ge´ne´rer N(K) = n, le nombre de points en suivant la loi discre`te de
Poisson :
pn = e
−ν(K) ν(K)
n
n!
[2] ge´ne´rer {x1, . . . , xn} par n simulations inde´pendantes de la loi de densite´
( νν(K))(.) contre la mesure de Lebesgue sur K, que l’on note |.| ou |.|K
ou λK(.).
Pour un processus ponctuel sur K, la mesure d’intensite´ donne le nombre moyen
de points qui tombent dans un bore´lien de K : si NA(X) est le nombre de points
de X qui tombent dans A ⊂ K.
E[NA(X)] = ν(A)
La figure 6.3 montre des re´alisations de deux processus ponctuels de Poisson.
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Processus ponctuels de Poisson
Un processus ponctuel marque´ ajoute des marques (parame`tres ale´atoires) a
chaque point. Soit S = K × M ou` M ⊆ R3 permet par exemple de de´crire les
rectangles :
M =]− pi
2
,
pi
2
]× [Lmin, Lmax]× [lmin, lmax]
ce qui correspond a` la parame´trisation suivante :
u = (x(u), y(u), θ(u), L(u), l(u))
Finalement, soit C l’ensemble de toutes les configurations finies de points de S :
x ∈ C ssi

∃n ∈ N
x = {x1, . . . xn}
∀i xi ∈ S
Densite´ d’un processus ponctuel
Si l’on conside`re la loi µ(.) d’un processus de Poisson d’intensite´ non atomique
ν(.), il est possible de de´finir un nouveau processus ponctuel X en spe´cifiant sa
loi de probabilite´ au travers d’une densite´ contre la mesure de re´fe´rence µ(.). Soit
h(.), une fonction de l’espace des configurations de points C vers [0,∞[, et un
parame`tre re´el Z tel que : ∫
C
1
Z
h(x)dµ(x) = 1
Par exemple, supposons que :
h(x) =
n(x)∏
i=1
β(xi)
ou` β(.) est une fonction d’intensite´ de´finie sur S. Un processus X spe´cifie´ par
une telle densite´ est un processus de Poisson d’intensite´
ν ′(A) =
∫
A
β(u)dν(u) (6.1)
Cet exemple appartient a` la classe plus ge´ne´rale des familles exponentielles. Si
l’on suppose que t(.) est une application de C vers Rk, il est possible de de´crire
une famille de densite´s au travers d’un parame`tre θ ∈ Rk et du produit scalaire
< ., . > :
h(x) = e−<θ,t(x)>
Dans la partie qui suit, nous introduisons une densite´ telle que les points ne
soient pas inde´pendants mais dont les comportements sont corre´le´s au moyen
d’interactions e´nerge´tiques.
Estimateur et MCMC.
Soit un processus X de´fini par une densite´ non normalise´e h(.) et une mesure
d’intensite´ ν(.) de´finissant le processus de re´fe´rence de loi µ(.). Il est possible de
construire une chaˆıne de Markov qui converge ergodiquement vers la loi de X .
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Une fois qu’un tel e´chantillonneur est de´fini, toute valeur de Monte Carlo est
calculable. Cela inclut les moments ou les statistiques plus complexes. Un autre
moyen d’utiliser l’e´chantillonneur est de l’inclure dans un cadre de recuit simule´.
Cet algorithme donne le maximum global de la densite´ h(.) en un temps infini
([Van Lieshout, 1993]). L’estimateur que l’on obtient est donc :
xˆ = Argmax h(.)
6.1.2 Un processus ponctuel pour mode´liser les zones urbaines
Silhouettes et troisie`me dimension
Le premier choix a` faire concerne le type d’objets que l’on veut de´tecter. Ce
pourrait eˆtre des lignes ou des polygones, mais nous avons choisi les rectangles
pour les raisons suivantes. D’abord, les rectangles ont peu de parame`tres (5) ce
qui permet de limiter la taille de S et donc celle de C. Ensuite, les tests re´alise´s
avec des lignes ont montre´s qu’il e´tait difficile de faire le lien entre les lignes
extraites et les baˆtiments. Enfin, les plans cadastraux sont pre´sente´s comme des
collections de polygones dont les formes sont presque rectangulaires.
Il a donc semble´ naturel de chercher a` de´tecter les rectangles sur les MNE.
Configurations d’objets, image et e´nergie
Nous rappelons ici les conside´rations du chapitre 2 quant au choix du mode`le
h(.). Nous rappelons qu’un mode`le Baye´sien ne nous est pas accessible aise´ment
et que nous de´finissons donc le mode`le sous une forme e´nerge´tique :
h(x) =
1
Z
e−U(x) U(x) = Uint(x) + ρUext(x) (6.2)
ou` Uint(x) repre´sente l’e´nergie interne de´pendant de la structure spatiale de la
configuration x, tandis que Uext(x) est le champ externe quantifiant la qualite´
d’une configuration par rapport aux donne´es. Un moyen commode de de´finir une
e´nergie d’attache aux donne´es est de la de´velopper sur les objets :
Uext(x) =
∑
u∈x
Ud(u) (6.3)
Ud(.) est une fonction de S dans R quantifiant la pertinence d’un objet au vu
du MNE. Si Ud(u) ≤ 0, l’objet u est attractif, puisque l’estimateur choisi est
la configuration maximisant la densite´ h(.). Aussi bien l’e´nergie d’attache aux
donne´es que le champ interne ne´cessitent un terme d’exclusion pour e´viter les
accumulations de points. Nous prenons donc un mode`le dont la structure est la
suivante :
U(x) = ρ
∑
u∈x
Ud(u) + Uint(x) + Uexcl(x) (6.4)
ou` Uexcl(x) est telle que :
U(x ∪ u ∪ u) > U(x ∪ u) ∀ (u,x) ∈ S × C (6.5)
6.2 Terme d’attache aux donne´es
Nous pre´sentons ici le terme Ud(.). Nous de´finissons ce qu’est un objet attractif
et introduisons un potentiel tel qu’une minimisation locale de u → Ud(u) donne
l’objet attractif le plus proche.
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Fig. 6.4: Un MNE, un rectangle et la construction des coupes
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Fig. 6.5: Les coupes, les points d’inte´reˆt et la forme rectangulaire
6.2.1 Proce´dure bas niveau
Utilisation des coupes
Le but est de de´tecter des e´le´ments de baˆtiments sur des MNE. Le filtre devrait
donc utiliser un de´tecteur local. Dans l’exemple du chapitre 2 nous avons utilise´
des hypothe`ses sur l’homoge´ne´ite´ a` l’inte´rieur d’un rectangle. Les re´sultats e´taient
corrects mais peu pre´cis et le mode`le s’est montre´ inefficace sur les structures com-
plexes. Nous proposons d’utiliser ici les coupes du MNE prises orthogonalement a`
l’axe principal d’un rectangle. La figure 6.4(a) montre une partie de MNE, un rec-
tangle dispose´ dessus et des coupes re´gulie`rement espace´es. La figure 6.5 montre
des exemples de profils mesure´s, et les points d’inte´reˆt utilise´s pour trouver les
baˆtiments : ce sont les points de forte discontinuite´ du profil.
Nous proposons donc d’extraire les points d’inte´reˆt de chaque profil et de compa-
rer les points obtenus avec la forme rectangulaire propose´e. Pour calculer Ud(u),
nous proposons un algorithme de bas niveau qui repose sur les ide´es suivantes.
Pour un rectangle u ∈ S donne´, nous proposons d’extraire d’abord les coupes cor-
respondantes, et de calculer ensuite les points d’inte´reˆt. Cela permet de calculer :
– le test binaire de´cidant si l’objet est attractif ; il donne le support de la partie
ne´gative de Ud(.),
– une fonction de couˆt correspondant aux valeurs de Ud(u) refle´tant la distance
entre u et l’objet attractif le plus proche si Ud(u) > 0 et entre u et “sa meilleure
version” s’il est de´ja` attractif.
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Fig. 6.6: E´tapes de l’algorithme de simplification : du haut vers le bas : a) Vrai
profil et profil sous e´chantillonne´, b) pentes se´lectionne´es (≥ σl), c) gradients
se´lectionne´s apre`s accumulation des pentes et d) vrai profil et profil simplifie´ ob-
tenu. L’exemple provient des donne´es sur Amiens (IGN).
Simplification des profils et points d’inte´reˆt
Nous utilisons trois parame`tres qui permettent de de´finir un masque de points
pour un rectangle u : un parame`tre e correspondant a` la distance entre deux pro-
fils successifs, un parame`tre r pour la re´solution d’e´chantillonnage le long d’un
profil et un parame`tre Lext donnant la longueur a` explorer dans le voisinage d’un
rectangle. La figure 6.4(b) montre le masque de points ainsi obtenus pour extraire
les profils du MNE. Pour obtenir les points d’inte´reˆt d’un profil nous appliquons
la proce´dure suivante. D’abord, les pentes supe´rieures en valeur absolue a` un pa-
rame`tre σl/r sont accumule´es en utilisant un parame`tre de re´gularisation lregul.
Ensuite une ouverture morphologique est applique´e en utilisant le meˆme e´le´ment
structurant (segment de longueur lregul ). Finalement les gradients plus grands
qu’un seuil fixe´ σh sont se´lectionne´s ce qui donne pour chaque profil un ensemble
de points d’inte´reˆt. Cette proce´dure peut eˆtre imple´mente´e relativement rapide-
ment : en approximant l’ouverture, seulement deux parcours de chaque profil sont
ne´cessaires. La figure 6.6 montre les diffe´rentes e´tapes de ce traitement de bas
niveau. On trouvera en annexe le de´tail de ce filtre qui repose sur 4 parame`tres : r,
σl, σh et lregul lesquels sont tous de´finis en me`tres puisqu’ils ont un sens physique
(en pratique, il est apparu qu’ils sont robustes et inde´pendant de la re´solution
des donne´es). Par ailleurs, en utilisant une base de donne´es il est possible de les
apprendre automatiquement et donc de les re´apprendre lorsque l’on change de
type de donne´es (par exemple lorsque l’on passe d’un MNE optique a` un MNE
LASER).
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Se´lection des points d’inte´reˆt et calcul du potentiel
L’algorithme de´crit pre´ce´demment donne pour chaque profil d’un rectangle u
un ensemble de points d’inte´reˆt de´tecte´s. La figure 6.7 pre´sente une hypothe`se
de rectangle sur un MNE. La figure 6.7(a) montre les gradients de´tecte´s apre`s
l’e´tape de simplification. Cela e´tant fait, pour chaque profil, les deux disconti-
nuite´s successives les plus proches des cote´s du rectangle sont se´lectionne´es. Si
une seule discontinuite´ a e´te´ trouve´e (ou aucune) on conside`re qu’il y en a une
fictive (ou deux) a` la distance Lext.
Longueur de discontinuite´. Cette grandeur correspond au nombre de dis-
continuite´s trouve´es qui sont suffisamment proches du cote´ du rectangle cor-
respondant multiplie´ par le parame`tre de re´solution e. La figure 6.7(d) illustre
cette notion sur un exemple. Les discontinuite´s sont se´lectionne´es lorsqu’elles
sont situe´es a` une distance infe´rieure a` un parame`tre de sensibilite´ δr de l’un
des bords. La longueur de discontinuite´ Lg(u) est obtenue en multipliant le
nombre de discontinuite´s ainsi se´lectione´es par e (distance entre deux profils).
Comme il y a deux cote´s, on calcule en fait deux valeurs que l’on ordonne :
Lmin ≤ Lg1(u) ≤ Lg2(u) ≤ Lmax.
Autres valeurs d’inte´reˆt. Un taux de volume v¯(u) est e´galement calcule´.
Ce taux correspond a` la longueur totale des segments gris de la figure 6.7(b) di-
vise´ par le nombre de profils multiplie´ par la largeur du rectangle. En maximisant
ce taux de volume, le rectangle e´volue pour eˆtre bien positionne´ par rapport a` la
structure des discontinuite´s. Ce taux peut eˆtre vu comme l’oppose´ d’un poten-
tiel de translation. Pour guider un rectangle par rotation nous avons e´galement
introduit le taux de moment m¯(u) qui est en fait la moyenne des carre´s des
longueurs des segments grise´s de la figure 6.7(c).
6.2.2 Terme d’attache aux donne´es
Objets attractifs
Rappelons que les deux fonctions Lg1(.) et Lg2(.) repre´sentent les longueurs de
discontinuite´ de´tecte´es le long des coˆte´s du rectangle. On s’inte´resse d’abord a` ce
que sont les objets attractifs. Soit γ0 ⊆ S l’ensemble des objets attractifs.
De´finition Objet attractif
Un objet est attractif si les longueurs des discontinuite´s
de´tecte´es le long de ses cote´s sont suffisamment grandes.
Soient th1 ≤ th2 deux seuils, appartenant a` ]0, 1[, L(u)
et l(u) la longueur et la largeur d’un rectangle u. L’ensemble
γ0 des objets attractifs est alors l’ensemble suivant :
γ0 =
u ∈ S t.q.
Lg1(u) ≥ th1 ∗ L(u)
et
Lg2(u) ≥ th2 ∗ L(u)
 (6.6)
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Fonction de couˆt
On associe a` γ0 l’e´nergie J0 : S → [0,−1] suivante :
J0 : u ∈ γ0 → −
(
1
4
Lg1(u)+Lg2(u)
Lmax
+ 12
l(u)
lmax
)
u 6∈ γ0 → 0
(6.7)
Nous verrons plus loin que l’e´nergie d’attache que nous avons choisie s’e´crit a`
peu pre´s : Ud(u) ≈ J0(u). Lorsque l’on minimise l’e´nergie, on maximise donc la
longueur des gradients de´tecte´s et le pe´rime`tre du rectangle. Sur la configuration
totale, on maximise donc la longueur totale de discontinuite´s de´tecte´es puisque :
Ud(x) =
∑
Ud(u).
Cependant, le rapport entre la taille de l’ensemble d’inte´reˆt |γ0| et l’ensemble
des objets possibles |S| est tre`s petit. Nous proposons donc d’ajouter d’autres
niveaux d’e´nergie pour ordonner les objets qui ne sont pas attractifs et faciliter
l’optimisation.
Partition de S
Introduisons les deux seuils arbitraires vmin et mmax, et conside´rons les trois
ensembles suivant :
γ1 =
u ∈ S :
u 6∈ γ0
v¯(u) ≥ vmin
m¯(u) ≤ mmax
 (6.8)
γ2 =
{
u ∈ S : u 6∈ γ1 ∪ γ0
v¯(u) ≥ vmin ou m¯(u) ≤ mmax
}
(6.9)
γ3 = {u ∈ S : u 6∈ γ2 ∪ γ1 ∪ γ0} (6.10)
Les quatre ensembles γi de´finissent une partition de S. Le tableau 6.1 pre´sente
les tailles relatives de ces diffe´rents ensembles dans un cas pratique. L’algorithme
d’optimisation est fonde´ sur une exploration stochastique de l’espace d’e´tat. En
particulier, les nouveaux rectangles peuvent eˆtre ge´ne´re´s par une loi uniforme sur
S. La probabilite´ de toucher γ0, qui est l’ensemble des rectangles inte´ressants est
donc tre`s faible. Nous verrons plus loin que nous proposons de re´e´quilibrer les
poids de ces diffe´rents ensembles pour ame´liorer le comportement de l’algorithme
d’optimisation.
Terme d’attache final
A chacun de ces ensembles γi, nous associons une e´nergie Ji(.) telle que Ji(u) ∈
]0, 1] si u ∈ γi et Ji(u) = 0 sinon. On trouvera le de´tail de ces fonctions en annexe.
Le terme d’attache choisi s’e´crit :
Ud(x) =
∑
u∈x
J0(u) + 0.001(1γ1(u) + J1(u))
+0.01(1γ2(u) + J2(u)) + 0.1(1γ3(u) + J3(u))
Les points importants a` souligner sont les suivants.
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Tab. 6.1: Partition de S en 4 ensembles γi. Les tailles relatives ont e´te´ obtenue
par une simulation MCMC.
i
|γi|
S
0 0.015 %
1 0.177%
2 2.950%
3 96.858%
– Un objet est attractif (Ud(u) ≤ 0) si et seulement si il appartient a` γ0,
– L’e´nergie d’attache de´croˆıt avec la qualite´ de l’objet : On a ainsi Ud(u3) ≥
0.1 > Ud(u2) ≥ 0.01 > Ud(u1) ≥ 0.001 ≥ 0 > Ud(u0) ≥ −1, si u3, . . . , u0
appartiennent respectivement a` γ3, . . . , γ0.
Lorsque l’on applique le recuit simule´, les objets re´pulsifs (ceux appartenant a`
γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ) sont progressivement e´limine´s.
6.3 Champ interne
Le mode`le a` priori peut eˆtre vu comme un terme re´gularisant. Dans notre
contexte, le mode`le a priori est essentiellement compose´ d’interactions entre les
objets. Cela se re´duit a` la de´finition de termes d’e´nergie du second ordre U(u, v)
ou` u et v sont des objets diffe´rents. Le but est de favoriser certaines interactions
et d’en pe´naliser d’autres.
6.3.1 Un mode`le ge´ne´ral pour les interactions
De´finitions
Pour une relation ∼ (non ne´ce´ssairement symme´trique) sur S, de´finissons R(x)
comme l’ensemble des paires de points interagissant dans x :
R(x) = {{u, v} : u ∈ x, v ∈ x, u 6= v u ∼ v}
Soit N (x, u) le voisinage d’un point u dans x de´fini comme l’ensemble des points
de x en relation avec u :
u ∈ x N (u,x) = {v ∈ x : u ∼ v u 6= v}
On de´finit la fonction V comme l’indicatrice suivante :
V (x, u) = 1(N (u,x) 6= ∅)
V (x, u) est nulle si et seulement si u n’a aucun voisin dans x. Cette fonction fait
partie du mode`le, avec pour but de favoriser ou de pe´naliser la pre´sence d’une
interaction. Il peut eˆtre inte´ressant d’introduire un terme qualitatif dans le but
de favoriser les “bonnes” interactions par rapport aux mauvaises.
On se donne une fonction Ψ(., .), de´finie de S×S vers [−1, 1] quantifiant la qualite´
d’une paire d’objets interagissant (un exemple est donne´ dans la partie 6.3.2) :
Ψ : S × S → [−1, 1]
(u, v) →
{
Ψ(u, v) si u ∼ v
0 sinon
(6.11)
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Fig. 6.7: Un MNE, une hypothe`se de rectangle et les diffe´rentes valeurs utilise´es
pour mesurer sa pertinence.
Un objet donne´ peut eˆtre implique´ dans plusieurs interactions. La premie`re ide´e
est donc de sommer Ψ sur toutes les interactions. Cependant cette solution pose
un proble`me puisque le nombre d’interactions peut, au pire, avoir un compor-
tement quadratique avec le nombre d’objets alors que le terme d’attache aux
donne´es est line´raire en fonction du nombre d’objets. Nous proposons donc de
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prendre le maximum W (x, u) suivant :
W (x, u) =

maxv∈N (x,v) Ψ(u, v) siN (x, u) 6= ∅
0 sinon
W (u,x) est la qualite´ de la meilleure interaction parmi celles impliquant u. Il faut
noter que dans le cas d’une interaction re´pulsive, il conviendrait de conside´rer la
pire (celle qui minimise Ψ).
E´nergies locales
Il est possible de de´finir une e´nergie qui soit la somme d’e´nergies locales de´crivant
l’e´tat de chaque objet u par rapport aux diffe´rentes relations. Nous de´finissons
l’e´nergie locale d’un objet u ∈ x relativement a` une relation ∼ ainsi :
u ∈ x U∼loc(x, u) = − (aV (x, u) + bW (x, u)) (6.12)
ou` a et b sont deux parame`tres re´els. La partie de l’e´nergie d’une configuration
provenant de la relation ∼ est obtenue en sommant sur les objets :
U∼(x) =
∑
u∈x
U∼loc(x, u)
Notons que certains termes de la somme autres que Uloc(x, u) de´pendent de u.
Ge´ne´ralisations
Lorsque l’on utilise plusieurs interactions ∼1, . . . ,∼k, le mode`le de´crit
pre´ce´demment devient :
Uint(x) =
k∑
i=1
U i(x)
=
∑
u∈x
k∑
i=1
U iloc(x, u)
= −
∑
u∈x
k∑
i=1
[aiV i(x, u) + biW i(x, u)]
Exprime´e de cette manie`re, il est facile de ve´rifier que l’e´nergie globale de la
configuration e´volue line´airement avec le nombre d’objets dans la configuration.
Les proble`mes combinatoires disparaissent donc et il est possible de ponde´rer
les diffe´rents termes. Le point le plus important est l’invariance par changement
e´chelle : les poids ai, bi ne de´pendent pas de la taille de la sce`ne conside´re´e si l’on
conside`re que le nombre d’objets a de´tecter de´pend line´airement de la surface de
la zone.
6.3.2 Interaction d’alignement
Dans une ville, les baˆtiments sont usuellement aligne´s. Nous introduisons donc
un terme d’interaction qui favorise de tels alignements. Comme le terme d’attache
aux donne´es de´tecte des discontinuite´s qui peuvent eˆtre vues comme des murs,
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Fig. 6.8: Interaction d’alignement. a) exemple d’un alignement simple, b) valeurs
ne´cessaires a` la de´finition de la notion d’alignement, et c) exemple d’un rectangle
interagissant avec trois autres par les 4 relations d’alignement possibles.
nous prenons en compte le type d’alignement pre´sente´ par la figure 6.8. La figure
6.8(a) montre un exemple d’alignement, tandis que la figure 6.8(b) explicite les
grandeurs utilise´es pour de´finir un alignement. Si l’on note dC1(u, v) la distance
entre les coins approprie´s de u et de v, dt(u, v) la diffe´rence d’angle entre les
deux rectangles (modulo pi), le premier type d’alignement est de´fini par les trois
conditions suivantes :
u ∼al1 v ⇐⇒

dC1(u, v) ≤ dCmax
dt(u, v) ≤ dtmax
(u, v) ∈ γ20
(6.13)
Comme un rectangle posse`de 4 coins, nous de´finissons en fait 4 relations note´es
de ∼1al a` ∼4al. Ces relations ne sont ni symme´triques ni re´flexives. Par contre si
u ∼ial v alors il existe j tel que v ∼jal u. Par ailleurs, un objet peut eˆtre aligne´
avec un autre par deux coins, auquel cas nous conside´rons que deux interactions
diffe´rentes agissent sur ces deux rectangles. La figure 6.8(c) montre un exemple
de rectangle qui est relie´ a` trois autres par les 4 relations.
En re´alite´ nous ne conside´rons que les interactions entre les rectangles qui sont
tous deux dans γ0. Pour finir, il reste a` de´finir la fonction de re´compense Ψ. Pour
cela, on utilise la fonction suivante $ :
$ : R2 → [0, 1]
(x, xmax) → 1
x2max
(
1 + x2max
1 + x2
− 1
)
, |x| ≤ xmax
$ a e´te´ construite pour que $(0, xmax) = 1 et $(xmax, xmax) = 0. Nous prenons
alors comme fonction de re´compense :
Ψ(u, v) =
1
2
$(dt(u, v), dtmax) +
1
2
$(dC1(u, v), dCmax)
Cette fonction est importante, puisque le but n’est pas seulement de favoriser la
pre´sence d’alignements, mais e´galement de favoriser ceux de bonne qualite´.
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Fig. 6.9: Illustrations des relations de comple´tion. A gauche, un rectangle inter-
agit avec un autre par les quatre relations de comple´tion. A droite, un rectangle
interagit avec deux autres par deux des relations de comple´tion.
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Fig. 6.10: Illustration des relations de pavage
6.3.3 Interactions de comple´tion
Les baˆtiments rectangulaires sont compose´s de 4 murs. Comme le terme d’at-
tache aux donne´es de´tecte les discontinuite´s suivant deux des quatre murs, il est
utile d’ajouter une interaction qui favorise la de´tection dans des directions or-
thogonales. Nous utilisons le meˆme type de conditions que celles pre´sente´es par
l’e´quation (6.13) : les deux objets doivent tous deux appartenir a` γ0, la distance
entre les deux coins d’inte´reˆt doit eˆtre plus petite que dCmax , et la diffe´rence entre
les angles proche de pi/2 (avec une tole´rance dtmax). Une fois encore, cela de´finit
en fait quatre relations diffe´rentes de ∼5comp a` ∼8comp, chacune d’entre elle corres-
pondant a` l’un des quatre coins. La figure 6.9 pre´sente des exemples de rectangles
en interaction.
6.3.4 Interactions de pavage
Le dernier type d’interactions agit sur des configurations paralle`les de rec-
tangles situe´s coˆte a` coˆte comme illustre´ par la figure 6.10. Cette interaction
est essentiellement introduite pour obtenir des configurations de baˆtiments jux-
tapose´s. La de´finition de ces relations est similaires aux pre´ce´dentes. La fonction
de re´compense Ψ est e´galement ressemblante aux pre´ce´dentes. On de´finit ainsi
les interactions de ∼9pav a` ∼12pav.
6.3.5 Interaction d’exclusion
Un terme d’exclusion est ne´cessaire pour e´viter la pre´sence d’objets redondants.
D’une part on veut e´viter les explications redondantes des donne´es, d’autre part
il faut assurer que les interactions attractives ne provoquent pas d’accumulation
de rectangles. Il faut e´galement assurer la condition de stabilite´ (voir le chapitre
pre´ce´dant : la variation d’e´nergie induite par l’ajout d’un point a` une configuration
doit eˆtre borne´e).
6.4. ALGORITHME D’OPTIMISATION 133
De´finition
La relation d’exclusion la plus simple que l’on peut utiliser est la relation d’in-
tersection suivante qui agit uniquement sur des rectangles paralle`les :
u ∼excl v ssi
{
dt(u, v) ≤ dtmaxexcl
Surf(u) ∩ Surf(v) 6= ∅ (6.14)
Cette relation a la proprie´te´ suivante par rapport aux relations attractives
de´finies pre´ce´demment :
Proprie´te´ Relation d’exclusion
Il existe un nombre fini Nover tel que si un objet u a
Nover voisins (sous l’une des 12 interactions attractives ∼i), il
est impossible d’ajouter un nouveau voisin qui n’intersecte pas
les premiers.
Cette proprie´te´ est ve´rifie´e car le nombre de rectangles plus grand que lmin∗Lmin
est limite´ comme l’image est borne´e.
E´nergie associe´e
Nous utilisons un mode`le simple, homoge`ne a` celui utilise´ pour les interactions
attractives pre´sente´ dans la partie 6.3.1 :
Uexcl(x) = −aexcl
∑
u∈x
Vexcl(x, u) a
excl < 0
aexcl est pris suffisamment petit pour qu’il soit impossible d’avoir des objets
redondants. Nous pre´sentons plus loin comment choisir ce terme.
6.3.6 Re´sultat visuels
Nous pre´sentons sur la figure 6.11 deux re´sultats. Le premier ( 6.11(a)) est
la re´alisation d’un processus ponctuel dont la densite´ est de´finie par (Uint(.) +
Uexcl(.))/T a une tempe´rature moyenne. Le second, (figure 6.11(b)) est une confi-
guration minimisant Uint(.) + Uexcl(.) obtenue par recuit simule´. Ces re´sultats
montrent de quelle manie`re le champ interne contraint le positionnement des
objets.
6.4 Algorithme d’optimisation
Nous pre´sentons ici l’algorithme utilise´ pour optimiser l’e´nergie de´finie dans
l’e´quation (6.4). Une pre´sentation ge´ne´rale et les preuves de convergence ont e´te´
donne´es dans le chapitre 5. On notera toutefois l’utilisation d’une mesure de
re´fe´rence non homoge`ne.
6.4.1 Ge´ne´ralite´s (Rappel)
Nous avons de´fini un processus ponctuel X par son e´nergie U(.). Par la relation
de Gibbs cette e´nergie de´finit une densite´ h(.) connue a` une constante de nor-
malisation pre`s. Cette densite´ et la loi µ(.) du processus de Poisson de re´fe´rence
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(a) A tempe´rature
moyenne
(b) A basse
tempe´rature
Fig. 6.11: Illustration de l’influence du champ interne. Les pointille´s repre´sentent
les cote´s pour lesquels la pre´sence de discontinuite´s n’est pas teste´e.
de´finissent la loi pi(.) de X . Pour e´chantillonner pi(.), nous construisons une
chaˆıne de Markov (Xt)t≥0 sur C, l’espace des configurations finies de rectangles
en utilisant une configuration initiale (par exemple, vide : X0 = {∅}) et un noyau
de transition Markovien K(x, .) de´crivant la loi de Xt+1|Xt = x. Bien entendu, ce
noyau K(., .) est conc¸u de fac¸on que la chaˆıne de Markov converge ergodiquement
vers la loi de´sire´e. Cette convergence ergodique signifie que les e´le´ments finaux
d’une trajectoire sont distribue´s d’apre`s pi(.).
‖Kn({∅}, .)− pi(.)‖TV → 0
La chaˆıne de Markov ge´ne´re´e par l’algorithme utilise´ ve´rifie cette proprie´te´. Nous
avons montre´ en fait des re´sultats plus pre´cis puisque nous savons que nous pou-
vons partir de n’importe quelle configuration et que la variation totale tend vers
0 suivant une loi ge´ome´trique.
MCMC pour les processus ponctuels
L’e´chantillonneur que nous utilisons provient des travaux de Geyer et Møller
([Geyer et Møller, 1994]) ainsi que de ceux de Green ([Green, 1995]) sur les
e´chantillonneurs de Metropolis Hastings sur des espaces d’e´tats ge´ne´raux. Cette
technique utilise des noyaux de proposition Qm(x, .) qui ge´ne`rent une nou-
velle configuration y a` partir d’une ancienne x, ainsi qu’un taux d’acceptation
αm(x,y) qui donne la probabilite´ d’accepter que y remplace x. Si l’on note
x = {x1, . . . , xn(x)} la configuration courante des points, les trois types de noyau
de proposition conside´re´s se re´sument ainsi.
Naissance ou mort. Avec une probabilite´ pb la transformation ajoute un point
u a` x et propose y = x ∪ u ou` le nouveau rectangle u est s ge´ne´re´ suivant la loi
uniforme |.|/|S|. Avec une probabilite´ pd = 1− pb, c’est la mort qui est applique´e
a` x, et y = x \ u, ou` u est choisi uniforme´ment dans x.
Transformations simples. De telles transformations perturbent
ale´atoirement un point u de la configuration pour en obtenir une nouvelle
version v et proposent y = x \ u ∪ v. Parmi ces transformations on trouve
la rotation, la dilatation, la translation ainsi que les transformations avec
pre´-exploration (voir le chapitre pre´ce´dent).
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Naissance ou mort dans un voisinage. L’ide´e de cette transformation est
de cre´er ou de supprimer une paire de points en interaction en ajoutant ou sup-
primant un point dans le voisinage d’un autre. Rappelons qu’a` chacun des noyaux
utilise´s est associe´e une fonction Rm(., .)de C×C dans (0,∞). La valeur Rm(x,y)
est appele´e rapport de Green. L’algorithme se de´compose alors ainsi : pour un
e´tat Xt = x, on choisit un des noyaux Qm(., .) avec une probabilite´ pm(x), on
e´chantillonne y ∼ Qm(x, .), on calcule le rapport de Green Rm(x,y) et le taux
d’acceptation αm(x,y) = min(Rm(x,y), 1), pour enfin accepter la proposition
Xt+1 = y avec une probabilite´ αm(x,y).
Recuit simule´
Notre but est de trouver la configuration minimisant l’e´nergie U(.). Pour faire
cela, on utilise un recuit simule´. Au lieu de simuler h(.), on simule suivant h
1
Tt (.).
Tt est un parame`tre de tempe´rature qui tend vers ze´ro quand t va vers l’in-
fini. Ces techniques ont e´te´ largement utilise´es en traitement de l’image. On se
re´fe´rera a` [Winkler, 2003] pour avoir une e´tude ge´ne´rale de ce domaine. Si (Tt)t≥0
de´croˆıt suffisamment lentement, c’est a` dire en suivant une loi logarithmique, alors
(Xt)t≥0 se concentre a` l’infini sur l’ensemble des maxima globaux de h(.). Il est
bien suˆr impossible d’utiliser un sche´ma de de´croissance suffisamment lent en pra-
tique. Il est courant d’utiliser un sche´ma ge´ome´trique. Pour obtenir un re´sultat
correct, il est donc ne´cessaire de construire une chaˆıne suffisamment me´langeante,
ce qui ne´cessite d’introduire des noyaux de perturbation pertinents.
6.4.2 Mesure de re´fe´rence
Commentaires
Pour des raisons pratiques, l’intensite´ ν(.) de la mesure de re´fe´rence µ(.) utilise´e
est en ge´ne´ral uniforme. Si l’on prend
ν(.) = |.|K × |.|M|M | (6.15)
on obtient un processus de Poisson homoge`ne qui met en moyenne |K| objets dans
S. La configuration maximisant h(x) ne de´pend pas de la mesure de re´fe´rence
choisie. L’avantage d’utiliser une mesure de re´fe´rence simple est que cela simplifie
la ge´ne´ration d’un point. Par exemple, si l’on utilise (6.15) l’e´tape de naissance
utilise une ge´ne´ration uniforme sur S.
Toutefois dans notre cadre de travail, les points d’inte´reˆt sont ceux de γ0. Or
cet ensemble est de taille tre`s petite, comme mentionne´ dans le tableau 6.1. Il est
toutefois possible de favoriser cet ensemble γ0 et de garder la ge´ne´ration uniforme,
en ajoutant un “terme de correction de mesure” dans l’e´nergie :
h(.) ∝ exp
(∑
u∈x
log(β(u))− Uint(x) + Uexcl(x) + ρUext(x)
T
)
(6.16)
Ajouter ce terme (somme des fonctions β) est e´quivalent a` changer la mesure
d’intensite´ excepte´ que cela permet de garder la ge´ne´ration uniforme. On note
ν ′(.) la mesure d’intensite´ correspondant a` l’e´quation (6.1).
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Utilite´ de la partition
Comme de´taille´ dans la partie 6.2.2, nous avons de´fini une partition de S :
S = γ0∪· · ·∪γ3, ou` les tailles de γi sur un exemple sont de´crites par le tableau 6.1.
Nous proposons d’utiliser la fonction β de correction donne´e ci-dessous :
β(u) =
i=3∏
i=0
β
1γi (u)
i (6.17)
ce qui, pour un processus de Poisson, donne :
Ei = E[Nγi(X)] = ν
′(γi) = βiν(γi) = βi|K| |γi||S| (6.18)
On peut re´gler les poids de telle fac¸on que les Ei soient du meˆme ordre. Un autre
avantage de cette parame´trisation est qu’elle est inde´pendante de l’aire observe´e
|K|. En utilisant une estimation MCMC, nous proposons d’abord de calculer les
valeurs |γi|/|S| donne´e par la table 6.1, et d’en de´duire ensuite les valeurs des βi
telles que
Ei ≈ |K|
ou` |K| correspond a` l’aire en me`tres carre´s de la zone urbaine conside´re´e.
6.4.3 Convergence de l’algorithme
Nous ve´rifions ici que les conditions obtenues dans le chapitre 5 pour assurer la
convergence de l’e´chantillonneur sont ve´rifie´es.
Condition de stabilite´
On a besoin d’une borne re´elle Rg telle que :
∀(x, u) ∈ C × S h(x ∪ u) ≤ Rgh(x) (6.19)
Il faut donc que la variation d’e´nergie provoque´e par l’ajout d’un point soit borne´e.
Cette condition est ve´rifie´e quand la condition suivante sur le champ interne est
elle meˆme ve´rifie´e :
aexcl < −
i=12∑
i=1
(ai + bi) (6.20)
En re´alite´, pour obtenir la condition assurant l’existence d’un minimum (c.f. 6.5),
il faut une condition plus forte :
aexcl < −
i=12∑
i=1
(ai + bi)−
√
2‖θext‖ (6.21)
Conditions de stabilite´ sur l’e´chantillonneur
On a vu, dans le chapˆıtre pre´ce´dent que l’on obtient la convergence de l’algo-
rithme d’e´chantillonnage en assurant, entre autres, les conditions suivantes :
a) pour chacun des noyaux de perturbation, la probabilite´ de le choisir pm(x)
ne de´pend pas de l’e´tat courant Xt = x et la probabilite´ de ne rien faire est
strictement positive,
b) les densite´s des lois utilise´es par les naissances ou mort sont borne´es,
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c) et il ne manque alors plus que la condition assurant la convergence de
l’e´chantillonneur lorsque l’on utilise la naissance mort dans un voisinage. Dans
le cadre de travail pre´sente´ ici, les relations de voisinage (interactions) ne sont
pas re´flexives. Pour obtenir la condition de drift, il est alors facile d’assurer que
le nombre d’objets est borne´. Une autre solution consiste a` utiliser une relation
diffe´rente de celle du mode`le qui soit symme´trique et re´flexive.
Proprie´te´s de convergence
Comme les conditions suffisantes sont ve´rifie´es, on obtient la convergence de
l’e´chantillonneur a` tempe´rature fixe´e (ergodicite´ ge´ome´trique et re´currence au
sens de Harris). Il reste alors a montrer la proprie´te´ de convergence du recuit
simule´ : faire de´croˆıtre la tempe´rature avec une vitesse logarithmique permet
d’assurer que l’on obtient presque suˆrement un des maximiseurs globaux de h(.).
On trouvera dans [Van Lieshout, 1993] une preuve utilisant une condition de
Dobrushin et un algorithme d’e´chantillonage le´ge`rement diffe´rent de celui utilise´
dans ce travail.
6.5 Re´sultats
Nous pre´sentons ici quelques re´sultats obtenus sur des donne´es optiques et LA-
SER. Nous insistons d’abord sur les diffe´rents parame`tres utilise´s, puis nous
pre´sentons une validation des re´sultats.
6.5.1 Parame`tres du mode`le
Les parame`tres ont e´te´ re´gle´s a` la main. Il doit toutefois eˆtre possible, en uti-
lisant l’expression du mode`le sous forme de famille exponentielle donne´e dans la
partie 6.7.1 d’introduire une proce´dure d’estimation automatique. Comme nous
l’avons de´ja` mentionne´, les poids βi associe´s a` la mesure de re´fe´rence sont estime´s
en utilisant une proce´dure MCMC. Le tableau 6.2 pre´sente les parame`tres utilise´s
qui ne de´pendent ni du type de donne´es utilise´s, ni de la taille de l’image.
De´finition du champ interne Les relations d’alignement, de pavage et de
comple´tion requie`rent deux parame`tres physiques : la diffe´rence d’angle maximale
et la distance maximale entre les deux coins des deux rectangles.
De´finition des γi (attache aux donne´es). Le terme d’attache repose sur
des seuils. Les deux seuils les plus importants sont les seuils qui de´finissent γ0,
c’est-a`-dire th1 et th2.
Parame`tres du mode`le : champ interne. Les parame`tres du mode`le ai, bi et
aexcl ont e´te´ choisis de telle sorte que la condition (6.20) soit ve´rifie´e. Le mode`le a
priori a montre´ sa robustesse en pratique. Seuls les poids relatifs entre les champs
interne et externe ne´cessitent un re´glage, de´pendant de la force de la re´gularisation
de´sire´e. Nous avons pris ici ρ = 1 (re´fe´rence).
6.5.2 Parame`tres de l’e´chantillonneur
Il y a essentiellement deux types de parame`tres : les parame`tres de me´lange
(pm) et la taille de l’espace utilise´ pour ge´ne´rer de nouvelles composantes. Pour
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Tab. 6.2: Parame`tres robustes du mode`le
Espace des marques
lmin 4m
lmax 40m
Lmin 6m
Lmax 40m
Relations attractives
dtmax 20
◦
dCmax 4m
Intersection
dtmax 60
◦
Longueurs minimales
de discontinuite´ de´tecte´es
th1 80%
th2 40%
De´finition de γ1, . . . , γ3
vmin 90%
mmax 0.02
Alignements
a al 0.04
b al 0.1
Relations de comple´tion
a comp 0.04
b comp 0.1
Relations de pavage
a pav 0
b pav 0.5
Relation d’exclusion
a excl -3
les naissances ou mort, nous avons pris des probabilite´s e´gales : pd = pb = 0.5. Le
tableau 6.3 pre´sente les parame`tres de me´lange adopte´s.
6.5.3 Parame`tres de bas niveau
Cas des donne´es LASER. Nous pre´sentons d’abord un re´sultat obtenu sur
des donne´es LASER. Le principal proble`me rencontre´ est duˆ a` l’impre´cision des
donne´es. Elles ont en effet e´te´ obtenues par un vol au dessus d’Amiens. Cela
donne un ensemble de points tridimensionnels qui ne sont pas e´quidistants. Pour
obtenir l’image pre´sente´e ici, il y a donc eu une interpolation au moyen d’un
noyau gaussien. Les parame`tres bas niveau utilise´s (tableau 6.4) ont e´te´ re´gle´s de
manie`re a` se comporter correctement vis a` vis des discontinuite´s peu franches.
Donne´es optiques. Le MNE optique fourni par l’IGN est plus pre´cis (discon-
tinuite´s plus abrupte) mais aussi plus bruite´ que le MNE LASER. C’est pour cela
que le seuil de pente a` accumuler σl est plus haut et que le terme de re´gularisation
lregul est plus grand que dans le cas des donne´es LASER, ainsi que le pre´sente le
tableau 6.4.
6.5.4 Validation de la me´thode
Nous avons rencontre´s des proble`mes de´licats pour valider la me´thode. La ve´rite´
terrain est en effet tre`s pre´cise (obtenue par une me´thode semi-automatique sur
des images ae´riennes tre`s re´solues). Les MNE contiennent souvent des erreurs
de´licates a` e´liminer. Enfin, il est difficile de comparer deux donne´es vectorielles.
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Tab. 6.3: Parame`tres de l’e´chantillonneur
Naissance ou mort
pBD 1/20
Naissance ou mort
lie´es a` ∼al
pBDNal 5/20
Naissance ou mort
lie´es a` ∼pav
pBDNpav 1/20
Naissance ou mort
lie´es a` ∼comp
pBDNcomp 1/20
Transformations simples
pT 3/20
pR 3/20
pDL 3/20
pDl 3/20
Tab. 6.4: Parame`tres bas niveau utilise´s pour les donne´es LASER et optiques.
Grille de points
r 0.5m
e 1m
lext 10m
Filtre LASER
lregul 2m
σl 0.7*r
σh 1.5m
δr 2m
Filtre optique
lregul 4m
σl 1*r
σh 2m
δr 2.5m
La distance de Hausdorff. Pour un re´sultat donne´ (c’est a` dire une configu-
ration de rectangle x), il est possible de calculer la surface moyenne´e de baˆtiments
manque´s et la surface moyenne de baˆtiment sur-de´tecte´s par rapport a` la ve´rite´
terrain. Cela correspond aux deux parties de la distance de Hausdorff entre deux
ensembles.
Nous comparons donc les projections des repre´sentation vectorielles de l’extrac-
tion obtenue et de la ve´rite´ terrain. Cela donne trois classes de pixels : ceux
qui ont e´te´ correctement identifie´s comme une zone baˆtie (en gris sur les images
re´sultats), ceux qui ont e´te´ oublie´s (en noir) et ceux qui ont e´te´ identifie´s comme
une zone baˆtie alors que ce n’est pas le cas (sur-de´tection en blanc).
Sur les re´sultats pre´sente´s, une estimation simple de l’altitude du toit est calcule´e
ce qui permet de comparer visuellement la ve´rite´ terrain au re´sultat.
6.5.5 Premier re´sultat : donne´es LASER
Les donne´es LASER sont a` une re´solution de (0.5m x 0.5m) au sol et de 0.01m
en hauteur. La zone d’inte´reˆt est celle pre´sente´e dans la figure : 6.1.
Extraction obtenue La figure 6.12 pre´sente les donne´es, la ve´rite´ terrain, le
plan obtenu, et les pixels mal classe´s. On constate que la taille des rectangles
de´tecte´s est souvent plus grande qu’en re´alite´. Cela est duˆ a` l’e´tape d’accumu-
lation des pentes dans le filtre de bas niveau et de l’impre´cision des donne´es
(localisation des discontinuite´s).
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(a) MNE LASER (50cm) (b) Ve´rite´ terrain (20cm)
(c) Plan estime´ (20cm)
(d) Erreurs de classification (noir : baˆti
oublie´, blanc : sur-de´tection)
Fig. 6.12: Re´sultat sur la premie`re zone d’inte´reˆt avec le MNE LASER.
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(a) MNE optique (20cm) (b) Ve´rite´ terrain (20cm)
(c) Plan estime´ (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)
Fig. 6.13: Second re´sultat : MNE optique.
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(a) Photographie ae´rienne (25cm) (b) Ve´rite´ terrain (20cm)
(c) Plan estime´ (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)
Fig. 6.14: Deuxie`me zone d’inte´reˆt : vieille ville d’Amiens, MNE optique.
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(a) Photographie ae´rienne (25cm) (b) Ve´rite´ terrain (20cm)
(c) Plan estime´ (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)
Fig. 6.15: Troisie`me zone d’inte´reˆt dans Amiens, MNE optique.
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Tab. 6.5: Taux de classifications pour les re´sultats pre´sente´s.
Res. 1 : donne´es LASER
Aire manque´e (noir) 5%
Fausses alarmes (blanc) 11%
Res. 2 : donne´es optique
Aire manque´e (noir) 8.9%
Fausses alarmes (blanc) 10.6%
Res. 3 : donne´es optique
Aire manque´e (noir) 8.01%
Fausses alarmes (blanc) 5.3%
Res. 4 : donne´es optique
Aire manque´e (noir) 11.4%
Fausses alarmes (blanc) 5.9%
Taux d’erreurs et commentaires Le tableau 6.5 pre´sente les erreurs de
de´tection obtenue. L’image correspond a` une aire qui est large approximative-
ment de 200m sur 200m. Comme la re´solution des donne´es est de 0.5m, la taille
de l’image est de 400× 400 .
L’extraction automatique requiert 3 heures (10 millions d’ite´rations) ce qui est
long puisque la machine utilise´e travaille avec 1 Gb de me´moire vive a` une ca-
dence de 1 Ghz. Il est toutefois important de remarquer que les re´sultats suivants
ont ne´cessite´ les meˆmes temps de calculs bien que les images soient plus grandes
(1000× 1000, re´solution de 20cm). La taille de l’image semble eˆtre moins impor-
tante que la complexite´ de la sce`ne observe´e ce qui est un atout de la me´thode.
6.5.6 Deuxie`me re´sultat : MNE optique
Le second re´sultat a e´te´ obtenu sur le MNE construit avec des donne´es optique
par un algorithme de corre´lation ame´liore´ (c.f. [Baillard, 1997]). La re´solution est
de 0.2m par pixel, et de 0.1m par unite´ de hauteur. Le principal proble`me de ce
MNE vient du bruit : il y a beaucoup de petits artefacts. Ceci dit, le MNE est de
tre`s bonne qualite´.
Excepte´s les parame`tres du filtre de bas niveau, tous les parame`tres sont iden-
tiques aux parame`tres du premier re´sultat.
La figure 6.13 pre´sente l’estimation obtenue. Comme les donne´es optiques sont
un peu plus bruite´es que les donne´es LASER, les re´sultats sont un peu mons bon.
Il faut noter par ailleurs que des arbres ont e´te´ classe´s comme des baˆtiments. Il est
ne´anmoins possible d’appliquer un filtrage a posteriori pour ame´liorer le re´sultat.
6.5.7 Seconde et troisie`me zones
La seconde zone correspond a` une partie de la vieille ville d’Amiens. Cette partie
est complexe a` traiter a` cause du grand nombre d’arbres et de petits baˆtiments.
La comparaison est faite sur un sous-ensemble de l’image d’origine, puisque la
ve´rite´ terrain n’est pas compe`te. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 6.14.
Le dernier re´sultat est pre´sente´ sur la figure 6.15. Le MNE optique est peu
pre´cis dans les arrie`res cours. Les discontinuite´s sont difficiles a` de´tecter dans
ces endroits. L’algorithme propose´ se comporte correctement exepte´ pour traiter
ces arrie`res cours et pour tenir compte des arbres, en particulier lorsqu’ils sont
accole´s aux baˆtiments.
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6.6 Conclusion
L’algorithme pre´sente´ semble donc eˆtre efficace pour traiter le de´licat proble`me
d’extraction automatique de baˆtiments sur les donne´es de´crivant des zones ur-
baines denses.
L’algorithme permet d’extraire des formes rectangulaires simples de donne´es
altime´triques. L’algorithme ne requiert aucune interaction avec un ope´rateur, et
aucune initialisation. Par ailleurs la parame´trisation semble eˆtre robuste puisque
l’on a pu traiter des donne´es diffe´rentes et de diffe´rentes tailles avec les meˆmes
re´glages.
Les re´sultats obtenus semblent eˆtre utiles pour une reconstruction 3D plus
pre´cise, comme celle pre´sente´e par H. Jibrini ([Jibrini, 2002]).
Cependant l’algorithme n’a pas que des avantages : d’abord, il est lent, et ensuite
il ne´cessite un certain nombre de re´glages.
6.7 Quelques calculs
6.7.1 Le mode`le comme une famille exponentielle
Nous avons de´fini 12 interactions attractives, ∼1al, . . . ,∼4al,∼5comp, . . . ,∼8comp
,∼9pav, . . . ,∼12pav, une relation d’exclusion ∼excl, et une partition de l’espace objet
S de´finie par : γ0, . . . , γ3. Nous de´finissons maintenant les parame`tres et applica-
tions suivants :
tint(x) =
∑
u∈x
(
V 1(x, u), , W 1(x, u), . . . , V i(x, u),
W i(x, u), . . . , V 12(x, u), W 12(x, u)
)T
td(x) =
∑
u∈x
(1γ0(u), J0(u), . . . ,1γ3(u), J3(u))
T
texcl(x) =
∑
u∈x
Vexcl(x, u)
θint = −(a1, b1, . . . , ai, bi, . . . , a12, b12)T
θext = (0, 1, 0.001, 0.001, 0.01, 0.01, 0.1, 0.1)
T
θmes = (log(β0), 0, . . . , log(βi), 0, . . . , log(β3), 0)
T
θexcl = aexcl
Il est aise´ de ve´rifier que la densite´ hTt(.) peut eˆtre e´crite comme :
h(x) ∝ exp−
(
< θmes, td(x) > +
< θext, td(x) >
Tt
+
< θint, tint(x) > + < θexcl, texcl(x) >
Tt
)
6.7.2 Taux de Green
Nous rappelons ici les expressions des rapports de Green obtenue dans le cha-
pitre 5.
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Naissance ou mort simple
Naissance. Un nouveau point u ∈ S est ge´ne´re´ suivant ν(.)ν(S) , et on pose y =
x ∪ u. Le taux vaut alors
R =
h(y)
h(x)
ν(S)
n(y)
=
h(y)
h(x)
|K|
n(y)
(6.22)
Mort Un point v est choisi uniforme´ment dans x, puis on pose y = x \ v, ce
qui donne :
R =
h(y)
h(x)
n(x)
ν(S)
=
h(y)
h(x)
n(x)
|K| (6.23)
Naissance ou mort dans un voisinage
Nous pre´sentons rapidement ici comment ces transformations ont e´te´
imple´mente´es dans notre cas pratique. Pour deux rectangles u et v donne´s, les in-
teractions attractives sont de´crites au moyen d’une contrainte sur la distance entre
deux sommets approprie´s C(u) et C(v), ainsi qu’une contrainte sur la diffe´rence
d’angle entre les deux rectangles.
Naissance Si une naissance a e´te´ choisie (avec une probabilite´ pb), la proce´dure
est la suivante :
[1] Choisir un objet au hasard u dans γ0 ∩x. Si l’ensemble est vide, ne rien
faire.
[2] Une fois que u a e´te´ choisi, ge´ne´rer v tel que v ∼ u. Une solution est
de simuler Z ∈ R5 tel que z = (x, y, δθ, L, l). (x, y) sont les coordonne´es
du coin d’inte´reˆt C(v) du nouvel objet cre´e´. Ainsi, le point (x, y) doit se
trouver dans un disque de centre C(u) et de rayon dmax. Nous proposons
de ge´ne´rer uniforme´ment ce point dans le disque, et pour cela de ge´ne´rer
des points dans le carre´ de cote´ 2 ∗ dmax jusqu’a` ce que l’un d’entre
eux tombe dans le disque. Rappelons qu’une ge´ne´ration au moyen des
coordonne´es polaires doit eˆtre e´vite´e (voirle chapitre 5).
δθ est la diffe´rence d’angle entre u et v : elle devrait eˆtre ge´ne´re´e dans
[−dt, dt]. L, l sont respectivement la longueur et la largeur de v, ge´ne´re´es
dans [Lmin, Lmax] et [lmin, lmax].
[3] Graˆce a` z, on peut construire le rectangle v.
[4] On calcule ensuite R+(x ∪ v), ensemble des points en relations de x ∪ v
tels que l’un des points soit dans γ0 :
R+(x) = {{w, w′} ∈ x2 w ∼ w′ {w, w′} ∩ γ0 6= ∅}
puis s(x ∪ v) = cardR+(x) ainsi que jd
jx∪vd (v) =
∑
u∈N (v,x∪v)
1
21γ0(u)1γ0(v) + 1γ0(u)(1− 1γ0(v))
s(x ∪ v)
et jb : ∑
u∈N (v,x)
jxb (u) =
∑
u∈N (v,x)
1γ0(u)
cardγ0(x)
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[5] Pour finir, le taux de Green est donne´ par :
R(x,x ∪ v) = h(x ∪ v)
h(x)
pd
pb
jx∪vd∑
u∈N (v,x) j
x
b (u)
2pid2maxdt
pi
Mort dans le cas de la mort, on applique la proce´dure suivante :
[1] Choisir ale´atoirement une paire {w, w′} d’objets relie´s de R+(x),
[2] choisir un point v de la paire choisie :
– si les deux objets w et w′ sont dans γ0(x) choisir l’un des deux avec
une probabilite´ 0.5,
– sinon prendre v comme l’unique objet de la paire n’appartenant pas
a` γ0,
[3] Calculer le taux de Green :
R(x,x \ v) = h(x \ v)
h(x)
pb
pd
∑
u∈N (v,x) j
x\v
b (u)
jxd (v)
pi
2pid2maxdt
Suivre cette proce´dure est important. Par exemple, si la mort choisi uniforme´ment
un objet en relation parmi toute la configuration au lieu d’une paire, la conver-
gence pourrait eˆtre perdue.
6.7.3 Conditions de stabilite´ et de minoration
Nous avons pre´sente´ dans le chapˆıtre 5 des conditions suffisantes pour assurer
la convergence de l’algorithme. Parmi celles-ci se trouve la condition de stabilite´
donne´e par l’e´quation (6.19). L’inte´grabilite´ de h(.) de´coule de cette condition
puisque la densite´ non normalise´e h(.) est alors borne´e par h({∅})Rn(x)g qui est
inte´grable.
Terme impliquant td. Il est important de noter que :
td(x ∪ u)− td(x) = td(u) avec ‖td(u)‖ ≤
√
2
Ce qui ame`ne imme´diatement :
| < θmes + θext
T
, td(x ∪ u)− td(x) > | ≤
√
2(‖θmes‖+ ‖θext‖
T
)
Mode`le a priori La condition de stabilite´ est aussi ve´rifie´e pour le mode`le a
priori, mais cette proprie´te´ repose sur le fait que l’exclusion pe´nalise la superpo-
sition des rectangles. Prenons le cas particulier d’une relation attractive ∼i. Si on
rappelle que aexcl < 0 et on suppose que :
aexcl < −(ai + bi) (6.24)
La variation d’e´nergie induite par l’ajout d’un point est donne´e par :
U i(x ∪ u)− U i(x) = U iloc(x ∪ u, u) +
∑
v∈x
U iloc(x ∪ u, v)− U iloc(x, v)
ou` U iloc correspond a` :
U iloc(x, v) = −[aiV i(x, v) + biW i(x, v) + aexclVexcl(x, v))]
Par conse´quent, la partie ne´gative de la variation d’e´nergie se de´compose en :
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– une partie provenant de U iloc(x ∪ u, u) qui est borne´e par |ai|+ |bi|,
– la variation induite par u pour chaque v dans x. La condition (6.24) donne
que la partie ne´gative de l’e´nergie n’implique que les objets de x qui sont en
interaction attractive ∼i mais pas en interaction exclusive ∼excl avec u. On a
vu que le nombre de ces objets est uniforme´ment borne´ par Nover et donc :
e−U
i(x∪u)
e−U i(x)
= exp
(−|U i(x ∪ u)− U i(x)|+ . . .
+|U i(x ∪ u)− U i(x)|−
)
≤ exp (|U i(x ∪ u)− U i(x)|−)
≤ exp (|ai|+ |bi|+ Nover(|ai|+ |bi|))
≤ exp ((Nover + 1)(|ai|+ |bi|))
Finalement, si l’on veut eˆtre capable de sommer ce re´sultat sur les k relations
attractives, nous avons besoin de la condition suivante.
aexcl < −(
k∑
i=1
(ai + bi)) (6.25)
La condition de stabilite´ est alors prouve´e.
Condition de minoration Dans un cadre de minimisation, nous avons besoin
d’une condition plus forte (6.5). Pour obtenir cette condition on peut mener le
meˆme type de raisonnement, ce qui permet de conclure que la condition suivante
convient :
aexcl < −
i=12∑
i=1
(ai + bi)−
√
2‖θext‖ (6.26)
Chapitre 7
Mode`les 3D
Nous nous inte´ressons dans ce chapitre a` la possibilite´ d’introduire des mode`les
de baˆtiment 3D dans le cadre de travail propose´. L’inte´reˆt de tels mode`les est
double : un mode`le 3d permet d’une part d’expliquer la structure des baˆtiments
directement, et d’autre part d’introduire des mode`les plus proches d’un mode`le
baye´sien que les mode`les conside´re´s dans les chapitres 2 et 6.
7.1 Un mode`le plus complexe de baˆtiment
Pour pouvoir utiliser des caricatures de baˆtiments plus complexes, il faut aug-
menter la dimension de M , espace des marques. Nous proposons ici un exemple
de mode`le de baˆtiment compose´ d’un rectangle auquel on ajoute 6 parame`tres.
La figure 7.1 pre´sente ces parame`tres. Les deux premiers, e1 et e2, correspondent
respectivement a` la hauteur de la gouttie`re et a` la hauteur du sommet du toit
par rapport au sol. Les quatre autres t1, t2, t3, t4 sont des parame`tres descriptifs
de la forme du toit. S s’e´crit donc : S = K ×M ×M ′ ou` M ′ correspond au pave´
suivant :
M ′ = [e1min, e1max]× [e2min, e2max]× [0, 1
2
]4
Un tel baˆtiment e´tant de´crit par 11 parame`tres, l’espace d’e´tat C , espace des
configurations de baˆtiments, est donc de taille de´mesure´e. Nous verrons plus loin
que nous proposons de re´duire la taille de C en utilisant une initialisation.
e1
e2
t1 t2
t3
t4
Fig. 7.1: A gauche : baˆtiment en 3 dimensions, a` droite : baˆtiment vu de haut
7.2 Un premier mode`le
Nous pre´sentons ici un mode`le dont la construction n’est pas baye´sienne.
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7.2.1 Attache aux donne´es
Puisque l’on dispose d’un mode`le plus pre´cis de´crivant les baˆtiments, on peut
utiliser un terme d’attache aux donne´es mesurant la distance entre le MNE re-
construit h(x, .), et le MNE de donne´es href (.). Ide´alement on voudrait pouvoir
comparer directement le MNE reconstruit (configuration de baˆtiments 3d) et le
MNE donne´. Pour cela il suffirait de se donner une grille de points de re´fe´rence
de K, note´e Λ ainsi qu’une distance d sur R pour pouvoir prendre comme terme
d’attache aux donne´es :
Udonne´es =
1
|Λ|
∑
s∈Λ
d(h(x, s), href (s))
Dans cette expression, h(x, s) donne la hauteur associe´e au site s ∈ Λ par la
configuration x de baˆtiments tridimensionnels. Malheureusement, cette fonction
n’est pas accessible directement.
Un premier proble`me vient du fait que dans le mode`le de baˆtiment pre´sente´,
deux valeurs sont relatives a` la hauteur du sol : la hauteur de la gouttie`re e1 (base
du toit) et celle de la creˆte, e2. Pour connaˆıtre la hauteur reconstruite h(x, s) il
faut donc une estimation de l’altitude du sol autour de chaque baˆtiment. Pour
connaˆıtre cette hauteur nous utilisons le meˆme genre d’ide´e que pour les mode`les
des chapˆıtres 2 et 6 ; nous utilisons 4 ensembles de 4 points re´partis autour de
la base rectangulaire. La disposition de ces quatre points est pre´sente´e sur la
figure 7.2. Nous prenons ensuite comme estime´e de la hauteur du sol le mini-
mum des quatre moyennes fournies par les quatre ensembles. Il y a e´galement un
Ensemble de 4 points
Hypothese de batiment
Fig. 7.2: Les quatre ensembles de 4 points utilise´s pour estimer la hauteur du sol
autour d’un baˆtiment.
proble`me d’ambigu¨ıte´. Pour un pixel appartenant a` la silhouette de la configu-
ration de baˆtiment, il peut y avoir plusieurs baˆtiments correspondant. Pour de
tels cas, nous avons pris le parti de conside´rer que la hauteur correspondante est
donne´e par le baˆtiment implique´ le plus haut.
Enfin, le dernier proble`me tient dans le fait qu’une configuration x ne four-
nit aucune information sur la hauteur du sol. Il est donc de´licat de comparer
deux hypothe`ses locales, l’une avec un baˆtiment, l’autre sans. On peut toute-
fois se donner une hauteur de re´fe´rence h0 arbitraire pour les points de la grille
Λ qui ne sont pas dans la silhouette de la configuration x. Il est par exemple
possible de prendre h0 = 0. Malheureusement cela entraˆıne que l’ajout d’un
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baˆtiment ame´liore presque toujours l’estimation courante du relief. Cela se com-
prend aise´ment sur la figure 7.3.
Pour e´viter ces comportements, nous avons pris le parti d’imposer au mode`le
de n’approcher le MNE que “par en dessous”. Pour cela, nous prenons comme
distance d dans le terme d’attache aux donne´es :
d(h, href ) =
{
|h− href | pour h ≤ href + dmax
∞ sinon
Cette fonction de distance pe´nalise fortement les hypothe`ses de baˆtiments qui
sortent d’une bande large de dmax par rapport a` la surface du MNE donne´ (voir
la figure 7.4). Pour que cette ide´e fonctionne il faut donc prendre : dmax ≤ e1min
et e2min > 0. Le meilleur parti est de prendre dmax = e1min puisque cela autorise
plus de souplesse.
7.2.2 Re´duction de la taille de l’espace d’e´tat
Un baˆtiment e´tant repre´sente´ par un e´le´ment de R11, il devient tre`s couˆteux
en temps de calcul d’optimiser l’e´nergie sur l’ensemble des configurations de
baˆtiments. Pour passer outre ce proble`me, on peut utiliser une pre´de´tection :
on suppose que l’ensemble des traces au sol rectangulaires plausibles est
connu. On peut imaginer diffe´rentes techniques permettant d’obtenir ces hy-
pothe`ses pre´liminaires dont l’utilisation d’une transforme´e de Hough. Les re´sultats
pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus en utilisant l’e´nergie d’attache aux donne´es pre´sente´e
dans le chapˆıtre pre´ce´dent couple´e avec un algorithme de gradient stochastique.
La pertinence de cette approche de´pend fortement du nombre de points de de´part
de l’algorithme stochastique conside´re´.
Ces hypothe`ses de traces au sol plausibles forment donc un ensemble de points
de K ×M
{v1, . . . , vN} ∀i vi ∈ K ×M
que l’on appelle graines d’initialisation. Pour de´finir un espace d’e´tat restreint,
on utilise un ensemble B (voisinage) de R5 et l’addition au sens de Miinkovski
entre les ensembles note´e ⊕. L’espace re´duit que nous conside´rons s’e´crit alors :
Sreduit =
⋃
i≤N
{vi} ⊕B
×M ′
On peut aussi e´crire Sreduit comme l’union de ses composantes Si :
S =
⋃
i≤N
Si
avec
Si = ({vi} ⊕B)×M ′
Ceci a l’avantage de conside´rablement re´duire la taille de l’espace d’e´tat. L’en-
semble B permet en quelque sorte d’autoriser les perturbations des pre´de´tections
et donc d’utiliser la partie a priori du mode`le pour re´gulariser ces hypothe`ses
pre´liminaires. L’ensemble B repre´sente donc une notion de voisinage autour des
graines d’initialisation.
Il est en fait ne´cessaire d’avoir une sur-de´tection, ou alors si toutes les hypothe`ses
pre´liminaires ne´cessaires n’ont pas e´te´ trouve´es par l’e´tape de pre´paration, de
construire une notion de voisinage plus complexe.
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(a) Une coupe fictive d’un MNE de donne´es.
0h
(b) En gris : les longueurs utilise´es pour calculer la
distance entre le MNE de donne´es et l’initialisation
de la reconstruction.
0h
(c) Rajouter une hypothe`se de baˆtiment ame´liore
presque toujours la reconstruction
Fig. 7.3: Une hypothe`se de baˆtiment ame´liore toujours la reconstruction propose´e
si l’on a aucune connaissance pertinente de la hauteur du sol.
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A B
dmax
Fig. 7.4: La distance utilise´e pe´nalise fortement l’hypothe`se A : en pointille´ le
MNE de donne´es, la partie grise´e de l’espace est la partie qui pe´nalise fortement
les hypothe`ses l’intersectant.
7.2.3 Algorithme
L’espace d’e´tat e´tant plus complexe (les composantes Si centre´es sur les graines
vi ne sont pas force´ment disjointes), il est plus difficile de s’assurer de la
re´versibilite´ des transformations utilise´es par l’e´chantillonneur. Nous passons
brie`vement en revue les diffe´rentes transformations et proposons quelques adap-
tations possibles.
Naissance ou mort
La naissance peut eˆtre obtenue tre`s facilement :
[1] se´lectionner l’une des graines vi ale´atoirement,
[2] ge´ne´rer u, nouvel objet dans (B ⊕ vi)×M ′,
[3] calculer le taux de Green
La mort peut suivre la proce´dure usuelle :
[1] se´lectionner un baˆtiment au hasard (uniforme´ment) dans la configura-
tion,
[2] calculer le taux de Green correspondant.
Pour le calcul du taux il y a une petite subtilite´ : les composantes centre´es autour
des vi peuvent s’intersecter. Par conse´quent, la probabilite´ de ge´ne´rer un nouvel
objet u de´pend du nombre de boules centre´es sur les graines pre´liminaires vi qui
contiennent u. Il convient donc, dans le calcul du taux, de prendre en compte ce
nombre. Par exemple, pour y = x ∪ u) :
R(x,x ∪ u) = N |B ×M
′|
(n(x) + 1)card{vi t.q. u ∈ (vi ⊕B)×M ′}
h(y)
h(x)
ou´ le rapport h(y)/h(x) repre´sente le rapport de densite´ non normalise´e fournie
par le mode`le. Dans le cas de la mort, il faut tenir compte du meˆme facteur de
correction, en l’inversant.
Transformations simples
Il s’agit de s’assurer, lors d’une transformation telle que la translation, la rotation
ou la de´formation (modification de la longueur, de la largeur ou de la forme de
toit) que l’on ne sort pas de l’espace d’e´tat, c’est a` dire que l’on reste bien dans
l’une des composantes Si = (vi⊕B)×M ′. On peut pour cela simplement rejeter le
nouvel objet v s’il n’est pas dans l’espace d’e´tat. Il peut eˆtre pre´fe´rable cependant
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d’adapter le nouvel objet v en utilisant une congruence, de fac¸on a` le ramener
dans une composante Si. On peut appliquer par exemple la se´quence suivante :
[1] choisir ale´atoirement un objet u dans la configuration x,
[2] choisir ale´atoirement l’une des boules Si contenant u,
[3] perturber u pour obtenir v′ et appliquer ensuite un “ modulo Si” pour
ramener v′ dans Si s’il en est sorti, ce qui donne v, le nouvel objet. On
peut ensuite
[4] calculer le rapport de Green, donne´ par :
R(x,x \ u ∪ v) = card{Si, u ∈ Si}
card{Sj , v ∈ Sj}
h(y)
h(x)
Le rapport est obtenu en e´crivant que la probabilite´ de passer de u a` v est donne´e
par :
1
n(x)
card{Si t.q. (u, v) ∈ Si × Si}
card{Si t.q. u ∈ Si}
Naissance ou mort dans un voisinage
Pour ces transformations on peut conside´rer le changement d’espace d’e´tat
comme une modification de la mesure d’intensite´ du processus de re´fe´rence. On se
contente donc de rejeter les propositions de naissance qui ne tombent dans aucun
Si.
7.2.4 Re´sultats
La figure 7.5 pre´sente les donne´es utilise´es : une partie du MNE sur la ville
d’Amiens d’une part, et la sur-de´tection initiale correspondante d’autre part. La
dimension de la zone conside´re´e est a` peu pre`s de 100m sur 100m. L’algorithme a
mis 3 heures (pre´de´tection incluse) sur une station SUN Blade 100 1 pour fournir
le re´sultat, dont un de´tail est montre´ figure 7.6. Le mode`le utilise´ pour obtenir ce
re´sultat ne fait intervenir aucun mode`le a priori autre que le terme d’exclusion.
Ce re´sultat est a peu pre`s correct, meˆme si l’on observe en quelques endroits un
phe´nome`ne de moyennisation.
Fig. 7.5: A gauche : de´tail d’un MNE de la ville d’Amiens (IGN), a` droite ini-
tialisation utilise´e.
1500 Mhz, 250 M Rom
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Fig. 7.6: A gauche : de´tail du MNE initial en 3 dimensions, a` droite : recons-
truction obtenue.
7.3 Un mode`le baye´sien
Nous pre´sentons dans cette partie un mode`le baye´sien que nous avons pu intro-
duire dans le cadre de ces mode`les 3D. Ce mode`le repose sur une estimation de la
hauteur du sol hsol(s) en un pixel s ∈ Λ. Le mode`le baye´sien repose en effet sur
un mode`le ale´atoire de l’observation en fonction de la valeur sous jacente. Dans
le cadre des configurations de baˆtiments, cela signifie que l’on veut construire un
mode`le ale´atoire de MNE en fonction d’une configuration de baˆtiments tridimen-
sionnels. Pour cela, on utilise deux lois gaussiennes : l’une, pour les pixels du
sol, centre´e localement en la valeur hsol(s), l’autre centre´e sur h(x, s), la hauteur
donne´e par la configuration de baˆtiments.
7.3.1 Attache aux donne´es
L’hypothe`se principale du mode`le est que les pixels du MNE sont inde´pendants
et identiquement distribue´s sachant le relief de la zone. Si l’on note :
– G(, σ) la loi normale de moyenne m et de variance σ2,
– Silhouette(x) le projete´ sur la grille de points Λ de la configuration de
baˆtiments x (traces au sol),
– h(x, s) la hauteur en le pixel s donne´ par la configuration s,
– hsol(s) la hauteur du sol en le pixel s,
le mode`le baye´sien que nous conside´rons est le mode`le suivant :
Udonne´es(x) =
∑
s∈Silhouette(x)
(h(x, s)− href (s))2
σ2bat
+
∑
s6∈Silhouette(x)
(hsol(s)− href (s))2
σ2sol
La loi d’un pixel d’un baˆtiment sachant la hauteur de la configuration en ce pixel
est donc donne´e par la loi normale G(h(x, s), σbat), tandis que celle d’un pixel du
sol par la loi G(hsol(s), σsol) conditionnellement au type du pixel.
7.3.2 Estimation de la hauteur du sol
Pour obtenir une estime´e de la hauteur du sol, ne´cessaire a` la mise en place du
mode`le, nous utilisons l’un des premiers re´sultats. Par exemple, sur les donne´es
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LASER, le mode`le pre´sente´ dans le dernier chapˆıtre a fourni le re´sultat montre´
par la figure 7.7. De ce re´sultat on peut de´duire une estimation de la hauteur du
(a) MNE LASER (50cm) (b) Plan estime´ (20cm)
Fig. 7.7: Re´sultat du chapitre pre´ce´dent sur la premie`re zone d’inte´reˆt avec le
MNE LASER.
sol, en applicant les e´tapes successives suivantes.
[1] Estimer pour chaque baˆtiment la hauteur moyenne du sol l’entourant,
[2] emplacer sur le MNE en chaque baˆtiment la hauteur originelle par cette
hauteur de sol estime´e,
[3] appliquer un noyau gaussien de taille 9x9 au re´sultat obtenu.
Dans le cas particulier du re´sultat de la figure 7.7, cette proce´dure donne le
re´sultat d’estimation du sol montre´ par la figure 7.8.
Il va de soi que l’on peut remettre en question la me´thodologie propose´e :
il ne semble pas eˆtre tre`s performant de devoir utiliser deux fois de suite
la meˆme me´thodologie. L’objectif e´tait en fait d’e´tudier l’apport d’un mode`le
baye´sien. Une segmentation du sol, peut par ailleurs eˆtre obtenue par des
me´thodes plus classiques, comme celles propose´es dans [Vestri et Devernay, 2001,
Maas et Vosselman, 1999].
7.3.3 Mode`le a priori
Nous avons utilise´ le meˆme mode`le qu’au chapˆıtre pre´ce´dent, avec trois
diffe´rences notables. D’abord, l’interaction attractive de comple´tion n’est plus
prise en compte puisqu’elle n’est plus pertinente. Par ailleurs, le potentiel du
terme d’exclusion aexcl peut eˆtre pris plus bas. En effet, le mode`le e´tant baye´sien,
l’ajout d’information redondante n’ame´liore pas l’e´nergie. Par contre il faut tou-
jours assurer la condition de stabilite´. Pour cela il suffit de prendre :
aexcl < −(
k∑
i=1
(ai + bi)) (7.1)
ou` k parcourt les 4 relations d’alignement et les 4 relations de pavage. Enfin, la
relation d’exclusion conside´re´e pour ce mode`le baye´sien ne teste plus l’orthogo-
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Fig. 7.8: Mode`le Nume´rique de Surface estime´ a` partir du re´sultat de la figure 7.7
nalite´ des baˆtiments. Il s’agit uniquement d’un test d’intersection entre les bases
rectangulaires.
7.3.4 Graines pre´liminaires et re´duction de l’espace d’e´tat
Pour ce mode`le 3d, de meˆme que pour le mode`le 3d pre´ce´dent, nous proposons
d’utiliser une re´duction de l’espace d’e´tat. Comme nous utilisons un re´sultat vec-
toriel pour calculer une estime´e de la hauteur du sol en chaque point, nous nous
servons du meˆme re´sultat pour calculer des graˆınes vi. Cette fois, ces graˆınes ne
sont plus dans R5, mais dans R6 puisqu’aux 5 coordonne´es du rectangle fournies
par le re´sultat de l’extraction pre´liminaire, nous ajoutons une estimation de la
hauteur de gouttie`re e¯1.
7.3.5 Re´sultats
Donne´es LASER
Nous commenc¸ons par pre´senter un re´sultat issu du travail sur les donne´es LA-
SER. Nous avons pris σsol = σbat. Pour ce re´sultat nous n’avons pas utilise´ de
mode`le a priori autre que le terme d’exclusion, ce qui permet de prendre aexcl
tre`s petit. Le re´sultat est pre´sente´ par la figure 7.9.
Donne´es optiques
Nous avons teste´ ce mode`le sur une zone plus complexe. Il s’agit d’une zone
de la vieille ville d’Amiens. Les graines pre´liminaires utilise´es correspondent au
re´sultat donne´ par la figure 6.14. Nous avons utilise´ pour ce re´sultat un mode`le a
priori qui favorise les alignements et les interactions de pavage. Le re´sultat obtenu
est pre´sente´ par la figure 7.10.
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(a) Donne´es LASER
(b) Re´sultat d’estimation obtenu
Fig. 7.9: Re´sultat donne´ par le mode`le baye´sien sur les donne´es LASER sans
mode`le a priori autre que la non intersection. Ce re´sultat est issu de la superpo-
sition l’extraction vectorielle avec le Mode`le Nume´rique de´crivant le sol estime´.
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(a) Donne´es optiques
(b) Re´sultat d’estimation obtenu
Fig. 7.10: Re´sultat donne´ par le mode`le baye´sien sur les donne´es optique, en
utilisant un a priori. Le re´sultat reste perfectible (surtout la zone repre´sentant la
cathe´drale en haut a` gauche de l’image).
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On remarquera que ce re´sultat n’est pas vraiment satisfaisant. En effet, la
cathe´drale (objet peu conforme a` l’hypothe`se rectangulaire) n’est pas tre`s bien
rendue. Par ailleurs, les arbres peuvent eˆtre assimile´s a` des baˆtiments.
7.4 Commentaires et conclusion
Si l’on conside`re le mode`le baye´sien utilise´ du point de vue de la re´solution
des proble`mes inverses par minimisation d’e´nergie, on s’aperc¸oit que le mode`le
gaussien utilise´ revient a` introduire une distance quadratique entre l’image recons-
truite (configuration de baˆtiment et estimation de la hauteur du sol) et l’image
de donne´es. Cela pose apparemment un proble`me : le re´sultat est trop lisse´. En
particulier, les discontinuite´s sont efface´es. On retrouve donc les proble´matiques
que l’on trouve classiquement en traitement de l’image avec le choix de distances
optimales. Le but est en ge´ne´ral de trouver des fonctions de distance qui per-
mettent de pre´server a` la fois les zones homoge`nes et la nettete´ des contours. On
remarquera que le premier mode`le donne des re´sultats localement meilleurs. Il est
difficile de savoir si cela provient de l’approche “par en dessous” ou de l’utilisation
d’une distance plus approprie´e.
Pour re´soudre le proble`me d’effet moyennant, il semble que la meilleure solution
soit de rajouter deux termes a priori : l’un favorisant les toits “pointus”, l’autre
favorisant le placement des baˆtiments sur des zones de discontinuite´s.
Il semble que l’on peut conside´rer cette approche comme la limite de ce qu’il
est possible de faire en continu. Il semble eˆtre plus prometteur d’inte´grer une
mode´lisation hie´rarchique, plutoˆt que de complexifier les mode`les a` outrance. Il
s’agirait de de´tecter des primitives bas niveau (segments 3d, plans) et de pro-
poser des agglome´rations ale´atoires. Le processus ponctuel serait alors a` valeur
dans un ensemble de´nombrable. L’exploration stochastique et le recuit simule´
permettraient donc d’explorer les combinaisons possibles de primitives.
Chapitre 8
Approche duale et coope´ration
Dans ce chapitre nous pre´sentons quelques re´sultats sur un type de donne´es
particulier. Il s’agit de donne´es issues de simulations de prises de vues par la
constellation de satellites Ple´iades. Ces donne´es, provenant du CNES, nous ont
e´te´ fournies par l’IGN.
Le MNE propose´ est de tre`s mauvaise qualite´. Cela provient du fait que le
rapport b/H de ce MNE est tre`s bas. En ste´re´ovision, ce rapport correspond au
rapport de la distance entre les deux came´ra de prise de vues (b) sur la distance
entre les came´ra et la sce`ne observe´e (H). Un calcul e´le´mentaire de ge´ome´trie
montre que ce rapport est e´galement le rapport entre la re´solution planime´trique
et la re´solution altime´trique du MNE. Donc plus le rapport b/H est faible, et
moins le MNE est de bonne qualite´. Par exemple, dans le cas du MNE Ple´iades
conside´re´, le rapport b/H vaut 0.2. Donc pour une re´solution planime´trique de
1m, la re´solution altime´trique est de 5m !
Pour pouvoir traiter le MNE Ple´iades, nous avons teste´ une ide´e qui e´tait reste´e
en suspend : peut-il eˆtre pertinent d’utiliser un processus ponctuel a` deux ob-
jets ? En particulier, puisque le chapitre 2 pre´sente une approche reposant sur la
de´tection de rectangles homoge`nes et le chapˆıtre 6 sur la de´tection de disconti-
nuite´s, est-il possible de faire coope´rer les deux approches au travers d’un mode`le
simple ? Nous introduisons donc dans ce chapitre un processus de lignes charge´
de de´tecter les discontinuite´s coope´rant avec un processus de rectangle charge´ de
de´tecter les zones homoge`nes.
8.1 Les donne´es
La figure 8.1 pre´sente un MNE issu de simulations Ple´iades. La re´solution pla-
nime´trique de ce MNE est de 1m. On constate, que d’une part il y a beaucoup
d’occlusions (parties manquantes en noir) et que d’autre part la re´solution al-
time´trique est effectivement mauvaise.
8.2 Rectangle et homoge´ne´ite´
8.2.1 Espace objet
Nous de´finissons un premier processus ponctuel X dont les points sont des rec-
tangles. L’espace objet est donc S = K × M , ou` M correspond a` l’espace des
marques du rectangle
M =]− pi
2
,
pi
2
]× [Lmin, Lmax]× [lmin, lmax]
161
162 CHAPITRE 8. APPROCHE DUALE ET COOPE´RATION
Fig. 8.1: MNE issu des simulations ple´iades (1m, b/H = 0.2). Les parties en
noir sont les zones pour lesquelles il n’y a pas de donne´es
8.2. RECTANGLE ET HOMOGE´NE´ITE´ 163
8.2.2 Masque et grandeurs utilise´es
Nous voulons de´tecter les zones homoge`nes de forme rectangulaire. Pour cela
nous utilisons le meˆme type d’ide´e que dans la partie 2.2.1. A partir d’un masque
de points, semblable a` celui pre´sente´ dans la figure 2.1, nous calculons les gran-
deurs suivantes :
Estime´e de la hauteur du sol. Pour calculer hˆg(u) on utilise quatre bandes
de points situe´es autour du rectangle. On ne prend pas en compte les points du
MNE pour lesquels les donne´es sont manquantes.
Taux de volume. Ce taux est calcule´ de la meˆme fac¸on que dans la partie 2.2.1.
v¯(u) est donc le pourcentage de points a` l’inte´rieur de la silhouette du rectangle u
qui sont situe´s a` une altitude supe´rieure a` hˆg(u) + hmin. On ne prend en compte
que les points pour lesquels le MNE fournit une donne´e.
Taux de donne´es accessibles. On appelle ainsi le pourcentage de points a`
l’inte´rieur du rectangle pour lesquels une donne´e est accessible. On le note q¯(u).
Taux d’homoge´ne´ite´. Nous avons pris pour ce travail une mesure d’ho-
moge´ne´ite´ plus simple que celle conside´re´e dans la partie 2.2.1, et qui ne repose pas
sur l’hypothe`se de symme´trie utilise´e alors. On commence par calculer la hauteur
maximale (max(u))a` l’inte´rieur de la silhouette, puis on calcule le taux de points
a` l’inte´rieur de la silhouette qui sont a` une altitude supe´rieure a` (max(u)−σ). Une
fois encore on ne conside`re que les points pour lesquels une donne´e est accessible.
Pour un rectangle u, le taux d’homoge´ne´ite´ est note´ t¯(u).
Taux de surface. Ce taux mesure le rapport entre la surface d’un rectangle et
la surface maximale possible :
s˜(u) =
l(u) ∗ L(u)
Lmax ∗ lmax
8.2.3 Terme d’attache aux donne´es
Objets attractifs
Nous utilisons le meˆme type de mode`le que celui utilise´ dans les chapitres 2 et 6,
c’est-a`-dire un mode`le qui se de´veloppe sur les objets de la configuration :
Udata(x) =
∑
u∈x
Ud(u)
Une fois de plus, il convient de de´finir ce qu’est un objet attractif (ensemble γr0).
Pour cela, nous avons choisi :
u ∈ γr0 ⇔

v¯(u) ≥ vmin
q¯(u) ≥ qmin
t¯(u) ≥ tmin
avec, en pratique, vmin = 90%, hmin = 5m, qmin = 70%, σ = 5m, et tmin = 70%.
γr1 est le comple´mentaire de γ
r
0 dans S.
164 CHAPITRE 8. APPROCHE DUALE ET COOPE´RATION
Terme Ud
Conside´rons la fonction de couˆt jrect suivante :
jrect(u) = v¯(u) ∗ t¯(u) ∗ s¯(u)
Cette fonction favorise donc les rectangles qui contiennent beaucoup de pixels
extrude´s par rapport au sol, qui sont homoge`nes et larges. Nous prenons ensuite
comme e´nergie d’attache (ρr > 0) :
Ud(u) = ρr ∗
(
−jrect(u) ∗ 1γr0 (u) + 0.1 ∗ (2− jrect(u))1γr1(u)
)
Cette fonction est ne´gative (attractive) pour les e´le´ments de γr0 et re´pulsive pour
les autres (γr1). La fonction j permet d’ordonner les e´le´ments de chacun de ces
ensembles. On pourrait toutefois e´liminer le terme d’homoge´ne´ite´. Nous l’avons
ajoute´ pour essayer de traiter les MNE Ple´iades avec une approche simple (en
n’utilisant que le processus de rectangles). Cela n’a pas suffit, comme nous le
montrons dans la partie 8.8.3 qui pre´sente les re´sultats obtenus.
8.3 Segments et discontinuite´s
8.3.1 Espace objet
Nous introduisons un second processus Y de segments. Pour cela nous
conside´rons l’espace objet S ′′ donne´ par l’espace des marques M ′′ suivant :
M ′′ =]− pi
2
,
pi
2
]× [Lmin, Lmax]
Un segment est donc repre´sente´ par son centre, son orientation et sa longueur.
y = {u1, . . . , un(y)} u = (x, y, θ, L)
L’objectif est de de´tecter les discontinuite´s du Mode`le Nume´rique d’Elevation
par un re´seau line´ique. Cela rejoint les travaux mene´s par [Lacoste et al., 2002],
[Stoica et al., 2004] sur l’utilisation de processus de segments pour de´tecter les
routes sur des images de te´le´de´tection..
8.3.2 Terme d’attache aux donne´es
8.3.3 Grandeurs mesure´es
L’objectif est de de´tecter les discontinuite´s par les segments. Nous proposons
donc d’utiliser le filtre bas niveau utilise´ dans le chapitre 6. Nous conside´rons
pour un segment donne´ les profils pre´sente´s par la figure 8.2. Ces profils sont
obtenus a` l’aide de trois parame`tres : r le parame`tre d’e´chantillonnage le long
d’un profil, e la distance entre deux profils successifs et Lext qui repre´sente ici la
moitie´ de la largeur d’un profil.
On applique ensuite le meˆme filtre bas niveau que celui utilise´ dans le chapitre 6.
Cela permet de calculer, entre autre, la longueur de discontinuite´ de´tecte´e Lg(u)
pour un segment u en utilisant un parame`tre de sensibilite´ δr. Par ailleurs un
taux de moment est e´galement calcule´ (mˆ(u)). Ce taux permet de mesurer la
qualite´ du placement d’un segment par rapport aux discontinuite´s.
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(a) Profils
(b) Les dis-
continuite´s
trouve´es et
se´lectionne´es
Fig. 8.2: Un MNE, un segment et les profils utilise´s pour de´tecter les disconti-
nuite´s.
8.3.4 Objets attractifs
On s’inte´resse aux segments correspondant a` des longueurs de discontinuite´s
suffisantes. On se donne pour cela un seuil th ∈ [0.1]. L’ensemble γs0 des objets
attractifs que l’on prend est alors l’ensemble suivant :
γs0 = {u ∈ S′′ t.q. Lg(u) ≥ thL(u)}
En pratique nous avons pris th = 90%. On appelle γs1 le comple´mentaire de γ
s
0.
On prend comme fonction jseg la fonction suivante :
jseg(u) =
1
2
Lg(u)
Lmax
+
1
2
(1− mˆ(u))
Cette fonction favorise donc les segments qui de´tectent les discontinuite´s les plus
longues. Nous prenons ensuite comme fonction d’attache (ρs > 0) la fonction qui
suit :
Ud(u) = ρs ∗
(
−jseg(u) ∗ 1γs0 (u) + 0.1 ∗ (2− jseg(u))1γs1(u)
)
Cette fonction permet de favoriser les segments de γs0 et de guider les e´le´ments
de γs1 vers γ
s
0 de fac¸on continue.
8.4 A priori sur les segments
Le but est de favoriser des re´seaux line´iques continus. Pour cela nous introduisons
une interaction de connexion entre les segments. Nous diffe´rencions le cas ou` la
connexion se fait dans l’alignement de celui ou` la connexion se fait a` angle droit,
de fac¸on a` rendre compte de la structure re´gulie`re des discontinuite´s dans les
zones urbaines.
8.4.1 Connexions
Principe
On introduit une relation ∼conn qui repre´sente l’interaction de connexion.
Comme [Stoica, 2001] et [Lacoste et al., 2002], nous utilisons la relation
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repre´sente´e par la figure 8.4. Si l’on note E1(u) et E2(u), points de K, les ex-
tremite´s du segment u, pre´sente´es par la figure 8.3, le test de connexite´ utilise´ est
le suivant :
u ∼conn v ⇔ min{ d(Ei(u), Ej(v)) : i, j ∈ {1, 2}2} ≤ dEmax
(x,y)
θ
L(u)
2
E (u)
1E (u)
Fig. 8.3: Un segment u, les parame`tres correspondant et les deux extre´mite´s
E (u)1
E (u)
2
d
maxE
v
u
Fig. 8.4: Deux segments connecte´s
Restrictions
En fait, on conside´re deux types de connexions : celles qui se font dans l’ali-
gnement et celles qui se font a` angle droit. Ces deux types de connexions
diffe´rentes sont pre´sente´es par la figure 8.5. On rajoute donc deux conditions
supple´mentaires :
Cond1 |
modulo pi
θ(u)− θ(v) | ≤ dtmax
Cond2 |
modulo pi
θ(u)− θ(v) + pi
2
| ≤ dtmax
Ces deux conditions sur les angles de´finissent en re´alite´ deux types de rela-
tions diffe´rentes. Pour chacune d’entre elles on distingue e´galement des relations
diffe´rentes en fonction de l’extre´mite´ connecte´e. On conside´re donc en tout 4 re-
lations (non symme´triques) diffe´rentes. Une dernie`re condition ajoute´e concerne
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(a) Connexion dans l’aligne-
ment
(b) Connexion
orthogonale
Fig. 8.5: Les deux types de connexions teste´es.
la qualite´ des objets conside´re´s : on impose que les deux segments soient dans γs0.
u ∼1conn.al. v ⇔

(u, v) ∈ γs0 × γs0
min{ d(E1(u), Ej(v)) : j ∈ {1, 2}} ≤ dEmax
|θ(u)− θ(v)| ≤ dtmax ( modulo pi)
u ∼2conn.al. v ⇔

(u, v) ∈ γs0 × γs0
min{ d(E2(u), Ej(v)) : j ∈ {1, 2}} ≤ dEmax
|θ(u)− θ(v)| ≤ dtmax ( modulo pi)
La fonction de qualite´
Par exemple, dans le cas de la relation ∼1conn.al. on conside`re la fonction Ψ
suivante :
Ψ(u, v) =
1
2
$(dEi(u, v), dEmax) +
1
2
$(|{θ(u)− θ(v)|, dtmax)
On favorise donc les connexions les plus pre´cises (distance entre les extre´mite´s
concerne´es proche de 0) et les plus respectueuses de la contrainte d’angle
(diffe´rence d’orientation proche de 0 ou de pi/2).
Le mode`le d’e´nergie
Nous utilisons le mode`le ge´ne´ral que nous avons introduit dans la partie 6.3.1.
Rappelons que l’on de´finit d’abord le voisinage d’un objet dans la configuration :
u ∈ x N (u,x) = {v ∈ x : u ∼ v}
puis les fonctions V et W suivantes :
V (x, u) = 1(N (u,x) 6= ∅)
W (x, u) =

maxv∈N (x,v) Ψ(u, v) siN (x, u) 6= ∅
0 sinon
ce qui permet d’introduire l’e´nergie locale d’un objet pour un type de relation :
u ∈ x U∼loc(x, u) = − (aV (x, u) + bW (x, u)) (8.1)
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Fig. 8.6: Deux segments en relation d’exclusion (les rectangles associe´s s’inter-
sectent).
8.4.2 Terme d’exclusion
Pour e´viter des superpositions excessives de segments, nous avons introduit une
interaction d’exclusion qui repose sur un test d’intersection de rectangles : on cre´e
pour chaque segment un rectangle autour d’un segment comme pre´sente´ sur la
figure 8.6 puis l’intersection entre les rectangles respectifs joue le roˆle d’interaction
d’exclusion pour les segments.
Pour de´finir les rectangles associe´s a` chaque segment, on utilise deux parame`tres :
la longueur du rectangle en pourcentage de la longeur du segment (en pratique
60%) et sa largeur (en pratique nous avons pris 4 me`tres).
8.4.3 Exemple de re´sultat
La figure 8.7 pre´sente un re´sultat de simulation du mode`le a priori des segments
a` basse tempe´rature. On a pris γs0=S
′′.
8.5 A priori sur les rectangles
Pour les rectangles, nous avons utilise´ le meˆme type de mode`le que dans les
chapitres 6 et 7. Nous utilisons donc les relations ∼1al, . . . ,∼4al d’alignements,
chacune d’entre elles correspondant a` l’un des coins d’un rectangle, et les rela-
tions ∼1pav, . . . ,∼4pav de pavage du plan. La relation d’exclusion est la relation
symme´trique d’intersection entre deux rectangles.
Le re´sultat obtenu est pre´sente´ par la figure 8.8. On notera que l’ensemble γr0
correspond aux rectangles dont le centre se situe a` l’inte´rieur de la moitie´ gauche
de l’image.
8.6 Coope´ration rectangles-segments
8.6.1 Espace objet
L’objectif de cette mode´lisation est d’introduire une coope´ration entre deux
types d’objet. Le but est de de´tecter des zones d’homoge´ne´ite´ avec les rectangles
et les lignes de discontinuite´s graˆce aux segments.
Pour cela on conside`re un processus ponctuel Z, superposition de X et Y :
Z = X ∪ Y
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Fig. 8.7: Re´sultat de simulation du mode`le a priori de la re´partition des segments
a` basse tempe´rature
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Fig. 8.8: Re´sultat de simulation du mode`le a priori de la repartition des rectangles
a` basse tempe´rature
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d
δθ
δ
Fig. 8.9: Interaction entre un rectangle et un segment. Un segment et un rectangle
interagissent si le centre du segment se situe dans la zone grise´e et si la diffe´rence
d’angle est petite.
Fig. 8.10: Interactions entre rectangles et segments.
8.6.2 Interaction entre les deux types d’objets
On ajoute ensuite un terme d’interaction entre les rectangles et les segments. Le
but est d’accentuer la cohe´rence entre le re´seau line´ique et le pavage de rectangles
extrait.
La figure 8.9, pre´sente les grandeurs calcule´es pour tester l’interaction entre un
rectangle et un segment. On utilise un test sur la diffe´rence d’angle ainsi qu’un
test de distance entre le centre du segment et un cote´ du rectangle.
De la meˆme fac¸on que pour les mode`les pre´ce´dents, on ne conside`re que les inter-
actions entre objets attractifs et l’on de´compose la relation en plusieurs termes.
Un segment peut eˆtre en relation avec deux rectangles (deux cote´s), tandis qu’un
rectangle peut eˆtre en relation par ses quatre cote´s, comme le montre la figure 8.10.
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Fig. 8.11: Les e´tapes de la perturbation d’une connexion. De gauche a` droite :
se´lection d’un couple, ge´ne´ration d’un vecteur de de´placement, calcul du nouveau
couple et test de connexite´.
8.7 Algorithme
8.7.1 Transformations usuelles
L’algorithme est sensiblement le meˆme que celui utilise´ dans le chapitre 6. On y
retrouve entre autre : la naissance ou mort d’un rectangle, la naissance ou mort
d’un segment, la translation, la rotation ou l’allongement d’un rectangle ou d’un
segment, l’e´largissement d’un rectangle ainsi qu’une nouvelle transformation : la
perturbation d’une connexion.
8.7.2 Perturbation d’une connexion
Cette transformation est assez intuitive. La proce´dure est la suivante.
[1] Choisir un couple de segments qui sont en interaction de connexion,
[2] ge´ne´rer un vecteur de de´placement ale´atoirement,
[3] appliquer ce vecteur a` chacune des deux extre´mite´s connecte´es,
[4] tester si les deux nouveaux vecteurs sont toujours connecte´s (il y a une
contrainte d’angle), si oui continuer, sinon abandonner la transformation,
[5] proposer y obtenue en remplac¸ant les deux anciens segments par les deux
nouveaux.
Le taux de Green de´pend du nombre de connexions du nouvel e´tat y et de
l’ancien e´tat x. Cette transformation est illustre´e par la figure 8.11.
8.8 Re´sultats
Nous pre´sentons ici une succession de re´sultats. Nous pre´sentons d’abord les
re´sultats obtenus en utilisant uniquement un processus de segments puis uni-
quement un processus de rectangles, puis nous pre´sentons les re´sultats obtenus
lorsque les deux processus sont superpose´s et le terme d’interaction rectangle-
segment pris en compte.
8.8.1 Processus de rectangles
Parame`tres du mode`le
Le tableau 8.1 pre´sente les parame`tres utilise´s pour le processus de rectangles.
Notons que l’espace d’e´tat et les parame`tres de de´finition des relations sont les
meˆme que ceux donne´s par le tableau 6.2.
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Tab. 8.1: Parame`tres utilise´s pour le processus de rectangles.
Grille de points
r 2m
dcote 10m
Attache aux donne´es
hmin 5m
vmin 90%
σ 5m
tmin 70%
qmax 30%
Poids de l’attache
ρr 1.2
Parame`tres d’interaction
Alignements
a al 0.3
b al 0.4
Relations de pavage
a pav 0.3
b pav 0.4
Relation d’exclusion
a excl -10
Re´sultats
La figure 8.12 pre´sente le re´sultat de de´tection en n’utilisant que des rectangles.
On constate que le terme d’homoge´ne´ite´ joue son roˆle. En effet, les baˆtiments ont
tendance a` eˆtre segmente´s correctement. On constate e´galement que l’absence de
crite`re fonde´ sur les discontinuite´s entraˆıne un pavage du baˆti qui ne suit pas
force´ment les discontinuite´s pertinentes.
8.8.2 Processus de segments
Parame`tres du processus de segments
Nous pre´sentons les parame`tres du processus de segments dans le tableau 8.2.
Les notations lie´es au filtre bas niveau et au terme d’attache du segment sont les
meˆme que celles utilise´es dans le chapitre 6.
Re´sultat obtenu avec le processus de segments
La figure 8.13 pre´sente le re´sultat d’extraction obtenu en n’utilisant que le pro-
cessus de segment. On remarquera la tendance a` cre´er des lignes courbes et le fait
que le re´seau obtenu ne de´crit pas tous les murs.
8.8.3 Interaction segment-rectangle
Parame`tre de l’interaction segment-rectangle
On conside`re de´sormais le processus Z issu de la superposition du processus de
segment Y et du processus de rectangle X. Les parame`tres du terme d’interaction
de´crit pre´ce´demment sont pre´cise´s dans le tableau 8.3. Nous avons pris les meˆme
valeurs de a et b pour les segments et les rectangles : cela signifie que lorsque une
interaction est cre´e´e entre un segment et un rectangle, les deux objets gagnent la
meˆme e´nergie. Nous aurions pu disymme´triser le mode`le. Il s’est ave´re´ en pratique
que le mode`le que nous pre´sentons ici donne des re´sultats suffisants.
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Fig. 8.12: Re´sultat de l’extraction en n’utilisant que le processus de rectangles
Tab. 8.2: Parame`tres utilise´s pour le processus de segments.
Grille de points
r 1m
e 2m
Lext 15m
Attache aux donne´es
σl 0.7
σ 5
δr 4m
lregul 8m
th 90%
Poids de l’attache
ρs 3
Parame`tres d’interactions
dtmax 60
◦
dEmax 5m
Connexion aligne´e
a conn.al. 1.5
b conn.al. 1.5
Connexion orthogonale
a conn.orth. 0
b conn.orth 1.5
Relation d’exclusion
a excl.s -15
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Fig. 8.13: Re´sultat de l’extraction en n’utilisant que le processus de segments.
Tab. 8.3: Parame`tres utilise´s pour l’interaction entre les deux processus.
Interaction segment-maison
δdmax 6m
dtmax 60
◦
a seg−rect 0.1
b seg−rect. 1
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Re´sultat
Nous pre´sentons le re´sultat d’extraction obtenu en deux temps. La figure 8.15
pre´sente la configuration de segments obtenue, tandis que la figure 8.14 pre´sente
la configuration de rectangles. On constate que le fait d’effectuer l’optimisation
en meˆme temps a` permis d’ame´liorer chacun des deux re´sultats.
Fig. 8.14: Re´sultat de l’extraction (rectangles) en utilisant les deux processus
simultane´ment.
8.9 Commentaires et conclusion
Dans ce chapitre nous avons montre´ qu’il est possible de faire coope´rer diffe´rents
types d’objets. Du point de vue du traitement de l’image, ceci pre´sente un inte´reˆt
certain. On peut en effet imaginer mettre en place diffe´rents processus rendant
compte de la diversite´ des objets dans une sce`ne. Ceci peut s’appliquer aussi bien
au bas niveau, comme nous l’avons fait ici, ou` nous de´composons recherche de
discontinuite´ et de´tection de zones homoge`nes qu’au haut niveau : on pourrait
imaginer par exemple introduire dans le cas de sce`nes urbaines des processus
diffe´rents repre´sentant les baˆtiments, les arbres et les routes.
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Fig. 8.15: Re´sultat de l’extraction (segments) en utilisant les deux processus si-
multane´ment.
178 CHAPITRE 8. APPROCHE DUALE ET COOPE´RATION
Chapitre 9
Optimisation
Nous pre´sentons dans ce chapitre les heuristiques que nous avons utilise´es pour
tenter d’ame´liorer les temps de calcul et la qualite´ des configurations “optimales”
trouve´es. Nous nous inte´ressons a` deux axes : d’abord au sche´ma de de´croissance
de la tempe´rature utilise´ par l’algorithme de recuit simule´, et ensuite a` la possi-
bilite´ d’introduire une me´moire dans l’algorithme.
9.1 Sche´ma de de´croissance
9.1.1 Recuit simule´ et de´croissance logarithmique
Le recuit simule´ permet d’obtenir le maximum global d’une densite´ de proba-
bilite´ f(.). Nous avons explique´ en introduction (chapitre 2) le principe de cet
algorithme. Il s’agit de construire une suite de densite´s qui converge vers une
somme de masses de Dirac concentre´es sur les maxima globaux de la densite´
f conside´re´e. La convergence de l’algorithme repose sur la proximite´ de deux
e´le´ments successifs de la suite construite.
Une fac¸on de construire une telle chaˆıne est de conside´rer la suite de fonctions
suivantes :
ft(x) ∝ f
1
Tt (x)
Lorsque Tt tend vers 0, la suite de densite´s converge donc vers la densite´ limite
requise. La proximite´ entre deux e´le´ments successifs de la suite de´pend du type
et de la vitesse de de´croissance de la suite de tempe´ratures.
On appelle la loi re´gissant la de´croissance de la tempe´rature : sche´ma de
de´croissance. D’un point de vue the´orique, on sait depuis [Hajek, 1988] que
le sche´ma suivant
Tt =
C
log(1 + t)
fait converger la chaˆıne vers l’optimum global de`s lors que C est supe´rieur a`
la profondeur du minimum local le plus profond qui ne soit pas un minimum
global de l’e´nergie. Il faut noter que dans le cas du recuit simule´ applique´ a` un
mode`le de processus ponctuels, il existe une de´monstration utilisant un sche´ma
de mise a` jour de type “birth and death” ([Van Lieshout, 1993]) mais qu’une telle
de´monstration n’existe pas a` notre connaissance dans le cas de mises a` jour de
type Metropolis-Hasting pour les processus ponctuels.
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9.1.2 De´croissance ge´ome´trique
Le sche´ma de de´croissance logarithmique souffre d’un inconve´nient essentiel :
le temps ne´cessaire pour atteindre une tempe´rature donne´e suit une loi expo-
nentielle. Or, en pratique, on se limite a` des temps finis. L’utilisation d’une
de´croissance ge´ome´trique est alors plus approprie´e. La loi de tempe´rature d’un
tel sche´ma s’e´crit :
Tt = T0A
t
ou` la constante A < 1 re`gle la vitesse de de´croissance. Une autre possibilite´ est
d’utiliser un sche´ma ge´ome´trique constant par morceaux. L’ide´e est de conside´rer
une tempe´rature constante sur des intervalles de temps et de la faire de´croˆıtre a`
des instants particuliers. Cela peut paraˆıtre inutile, puisqu’il semble e´quivalent de
modifier la constante A. En fait cette ide´e pre´sente deux avantages : elle permet,
d’une part, d’utiliser des constantes plus faibles que celles autorise´es par la limite
nume´rique de la machine, et d’autre part d’e´ventuellement re´aliser des tests de
convergence pendant les pe´riodes ou` la tempe´rature reste fixe´e.
Ainsi, Brooks propose dans [Brooks et al., 2003] de tester la convergence de
la chaˆıne a` chaque e´tape. La tempe´rature n’est diminue´e que lorsque la chaˆıne
a converge´ vers la loi donne´e par la densite´ pre´ce´dente. Notons que cette ide´e
suppose l’existence d’un crite`re fiable permettant d’assurer la convergence de la
chaˆıne.
Une autre possibilite´ consiste a` conside´rer la tempe´rature comme une variable
ale´atoire qui peut prendre un nombre fini de valeurs. On effectue alors un re-
cuit simule´ sur le syste`me total. Cela donne le “simulated tempering”. Cet al-
gorithme a l’avantage de permettre le refroidissement et le re´chauffement du
syste`me. Il me´lange donc l’analogue informatique de la “trempe” au recuit si-
mule´. Le proble`me que pose cette approche est que le choix des valeurs possibles
de la tempe´rature ale´atoire doit eˆtre fixe´ a priori, ce qui peut se re´ve´ler de´licat.
Enfin, dans [Fachat, 2000], une e´tude comparative est mene´e sur les diffe´rents
types de noyaux de propositions et sur les sche´mas de de´croissance utilisables.
On trouvera entre autre un formalisme issu de [Hoffmann et Salamon, 1990]
conside´rant la recherche d’un sche´ma optimal comme un proble`me de controˆle : il
s’agit de trouver le sche´ma qui permet d’obtenir la configuration minimale parmi
une classe de sche´ma de refroidissement possibles. Il est possible, dans le cas de
proble`mes simples, de trouver des solutions analytiques a` ce proble`me de controˆle.
Etant donne´ la complexite´ du syste`me que nous cherchons a` optimiser, nous
nous sommes focalise´s sur l’utilisation de sche´mas de de´croissance adaptatifs.
9.1.3 De´croissances adaptatives dans la litte´rature
Premie`re ide´e
Une des ide´es e´tudie´es dans [Fachat, 2000] et qui provient de
[Tafelmayer et Hoffmann, 1995] repose sur un sche´ma ge´ome´trique par pa-
liers le´ge`rement modifie´. Sur chaque palier i correspondant a` l’intervalle de
temps t ∈ [ni, ni+1[, l’e´nergie moyenne est calcule´e :
〈U〉i = 1
ni+1 − ni + 1
ni+1∑
k=ni
U(xk) (9.1)
Lorsque la fin du palier est atteinte, on compare l’e´nergie moyenne ainsi mesure´e
avec celle du palier pre´ce´dent. La de´croissance est accepte´e seulement si la nouvelle
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moyenne est supe´rieure a` la pre´ce´dente :
Ti+1 =
{
Ti si 〈U〉i+1 ≤ 〈U〉i
ATi si 〈U〉i+1 > 〈U〉i
(9.2)
Le but est d’imposer par un moyen pratique que la de´croissance soit a` peu pre`s
re´versible. Notons que cet algorithme converge parce que la mesure d’e´nergie
moyenne est remise a` jour a` chaque pe´riode. Ce sche´ma exhibe deux inconve´nients
majeurs : d’une part la constante de de´croissance ne´cessite d’eˆtre ajuste´e finement,
d’autre part, en pratique, ce sche´ma s’est ave´re´ eˆtre tre`s lent. Nous en proposons
une adaptation un peu plus loin.
Vitesse thermodynamique constante
Une alternative consiste en la construction d’un sche´ma tel que la vi-
tesse thermodynamique soit constante ( [Salamon et al., 1988, Ruppeiner, 1988,
Ruanaidh et Fitzgerald, 1996]). Cette ide´e repose sur la prise en compte de pro-
prie´te´s thermodynamiques. En plus de l’e´nergie moyenne (e´quation 9.1) on calcule
la variance de l’e´nergie :
〈(∆U)2〉 = 1
ni+1 − ni + 1
ni+1∑
k=ni
(U(xk)− 〈U〉i)2 (9.3)
Par cette variance, on peut calculer une capacite´ thermique :
C(T ) =
〈(∆U)2〉
T 2
(9.4)
qui correspond, en thermodynamique, a` la de´rive´e de l’entropie :
dS
dT
=
C
T
Pour re´aliser une de´croissance a` variation d’entropie constante, on utilise donc
un sche´ma du type :
Ti+1 − Ti ∝ T
C
=
T 3i
〈U2〉i − 〈U〉2i
Il faut alors choisir une constante de proportionnalite´ correcte. Intuitivement, ce
sche´ma tend a` limiter la variation de tempe´rature lorsque la variance d’e´nergie
est trop grande. Malheureusement dans notre cas un tel sche´ma s’est montre´
peu inte´ressant : pour obtenir des temps de calculs raisonnables, le choix de la
constante de proportionnalite´ s’est re´ve´le´ essentiel et complexe.
9.1.4 Quelques comportements expe´rimentaux
Nous proposons plus loin un nouveau sche´ma adaptatif. Pour commencer, nous
nous proposons d’e´tudier quelques comportements expe´rimentaux.
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De´croissance ge´ome´trique
On conside`re un syste`me complexe. Les expe´riences qui suivent ont e´te´ mene´es
en utilisant le mode`le a` deux objets du chapitre qui pre´ce`de. Ce syste`me pre´sente
diffe´rents types d’interaction de diffe´rents ordres. La figure 9.1 pre´sente plusieurs
lois de de´croissance ge´ome´trique de la tempe´rature. Les temps de simulations
ne´cessaires pour atteindre une tempe´rature minimale (Tmin = 10
−7) varient for-
tement en fonction de la constante. Plus importante, la figure 9.2 montre les
courbes d’e´volution de l’e´nergie en fonction de la tempe´rature pour les diffe´rentes
lois de de´croissance de la figure 9.1. Nous avons trace´ pour les diverses simula-
tions de re´fe´rence le graphique de l’e´nergie en fonction de la tempe´rature (il s’agit
d’une courbe parame´tre´e avec x(t) = −log(T (t)) et y(t) = U(t)). On constate que
pour une tempe´rature donne´e, les diffe´rentes simulations donnent des e´nergies
moyennes diffe´rentes. Il apparaˆıt que plus la de´croissance est rapide plus l’e´nergie
moyenne observe´e a` une tempe´rature donne´e est e´leve´e.
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Fig. 9.1: Diffe´rentes de´croissances ge´ome´triques par morceaux.(Tempe´rature en
fonction du temps).
Retard de la convergence
La figure 9.2 met en e´vidence un phe´nome`ne de retard de la simulation :
pour une tempe´rature donne´e l’e´nergie moyenne observe´e de´pend des ite´rations
pre´ce´dentes. Il semble que les “retards” s’accumulent. Nous appelons “retard” le
fait que, a` un moment donne´ (en fait un intervalle de temps) de la simulation, les
configurations courantes sont d’e´nergie plus grande qu’attendue :
〈U〉[t,t+∆t[ ≥ ETt [U(Xt)] (9.5)
Point critique
Il est un phe´nome`ne particulier que nous avons observe´ expe´rimentalement.
Supposons que l’on soit a` une tempe´rature Tt avec une e´nergie moyenne 〈U〉t. Les
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Fig. 9.2: Graphique de l’e´nergie en fonction de la tempe´rature pour les diverses
simulations de la figure 9.1. Plus la de´croissance est rapide, plus les courbes sont
hautes. On a trace´ U(t) en fonction de −log(T (t)). Au dessus : vue d’ensemble,
au dessous : vue rapproche´e.
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sche´mas adaptatifs que nous avons rencontre´s proposent de tester l’e´quilibre : on
propose une nouvelle tempe´rature Tt+1 < Tt, on analyse ensuite le comportement
de la chaine, et s’il est correct (e´quilibre) on accepte de remplacer l’ancienne
valeur par la nouvelle. Dans le cas contraire, on revient a` l’ancienne tempe´rature
Tt durant un certain temps avant de retenter une nouvelle de´croissance.
Or, il peut apparaˆıtre un point critique : le fait d’eˆtre passe´ a` une tempe´rature
plus basse donne au syste`me un comportement instable, et lorsque l’on revient a`
la tempe´rature pre´ce´dente, l’e´nergie moyenne ne revient pas a` la valeur correspon-
dante. La figure 9.3 pre´sente ce comportement . On peut intuitivement comparer
ce phe´nome`ne avec le phe´nome`ne physique de surfusion1.
Ce phe´nome`ne te´moigne en re´alite´ d’une inade´quation entre la vitesse de
de´croissance et le comportement du syste`me a` cette tempe´rature. Il s’agit d’une
tempe´rature ou` le syste`me se structure. Il convient de passer suffisamment len-
tement cette tempe´rature. Le proble`me que posent en effet ces points critiques
est qu’ils sont sources d’accumulation de retard. Ainsi, la figure 9.4 pre´sente
une simulation utilisant une de´croissance adaptative ne tenant pas compte de la
de´tection de point critique. On constate que la vitesse de de´croissance diminue
en regardant l’e´volution des intervalles de temps entre les paliers de tempe´rature.
On observe un phe´nome`ne critique puisque les passages successifs a` une meˆme
tempe´rature donnent lieu a` des e´nergies de plus en plus basses. Malgre´ cela, le
syste`me accepte de continuer la de´croissance, surtout au de´but de la transition.
Du point de vue expe´rimental, ce comportement est particulie`rement inte´ressant.
Le she´ma que nous pre´sentons plus loin cherche a` utiliser la de´tection de ce
phe´nome`ne pour ralentir brutalement la de´croissance de tempe´rature afin de pas-
ser les tempe´ratures critiques le plus lentement possible.
Notons qu’il semblerait par ailleurs logique de faire en sorte que la de´croissance
acce´le`re entre deux tempe´ratures critiques.
T1
T2
t
T
U
−log(T)
−log(T2)−log(T1)
U
Fig. 9.3: Illustration du phe´nome`ne de tempe´rature critique. Le fait de pas-
ser brie`vement du temps sous une certaine tempe´rature provoque une chute de
l’e´nergie moyenne.
1Il s’agit d’un retard au changement de phase. On peut observer par exemple de l’eau liquide
a` des tempe´ratures ne´gatives, sous certaines conditions.
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Fig. 9.4: Illustration expe´rimentale du phe´nome`ne de tempe´rature critique. y =
U(t), x = −logT (t). La progression temporelle se fait approximativement de la
droite vers la gauche. On remarque que la vitesse de de´croissance diminue, mais
pas suffisamment rapidement, comme le montre la pre´sence d’un point critique
(Tcr ' 0.194, − log(Tcr) ' 1.64).
9.1.5 Un nouveau sche´ma de de´croissance adaptatif
Nous proposons ici un sche´ma de de´croissance qui s’est re´ve´le´ eˆtre relativement
efficace. Le premier point de l’heuristique conside´re´e concerne le test d’e´quilibre.
Nous proposons un test moins exigeant que le test 9.2. Un deuxie`me point
concerne l’adaptation de la vitesse de de´croissance. Nous proposons un me´canisme
qui permet d’augmenter ou de diminuer la constante de de´croissance ge´ome´trique.
Ce me´canisme permet d’explorer plus longuement l’espace d’e´tat quand il y
des ambigu¨ıte´s importantes. Le dernier point traite de la prise en compte des
tempe´ratures critiques.
Division en pe´riodes et sous pe´riodes
Nous conside´rons des pe´riodes de temps ∆t. Typiquement, dans nos applications
ces pe´riodes sont fixe´es a` 10000, 20000 ou 30000 ite´rations. Nous divisons ensuite
ces pe´riodes en L sous pe´riodes de longueurs δt. Nous avons pris en ge´ne´ral L = 10.
La tempe´rature ne peut eˆtre diminue´e qu’au de´but de chaque grande pe´riode. On
note 〈U〉i la mesure d’e´nergie moyenne sur la i-ie`me grande pe´riode (de longueur
∆t) et 〈U〉(i,k) la mesure d’e´nergie moyenne sur la k-ie`me sous pe´riode (de lon-
gueur δt) de la i-ie`me grande pe´riode.
Test d’e´quilibre
Dans le sche´ma 9.2 le test d’e´quilibre repose sur l’utilisation d’une grande
pe´riode : la nouvelle e´nergie moyenne est compare´e a` la pre´ce´dente. Dans le
cas de syste`mes complexes comme les mode`les que l’on cherche a` optimiser, ce
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crite`re ne nous a pas paru approprie´ car trop exigeant. Il nous semble en effet
suffisant d’assurer que l’on peut revenir en arrie`re durant un cours instant. Nous
avons donc choisi de n’utiliser que des sous pe´riodes. Le test que nous utilisons
est illustre´ par la figure 9.5 et se de´compose comme pre´cise´ ci-dessous.
Nous conside´rons qu’il y a perte de l’e´quilibre entre i et i + 1 si :
Nplus = card{k t.q. 〈U〉i+1,k ≥ Uref − } < n1 avec Uref = 〈U〉i (9.6)
ou`  est un parame`tre de sensibilite´ (dans nos applications,  = 0.01). Si il y a
au moins n1 sous pe´riodes telles que les e´nergies moyennes associe´es sont plus
grandes que l’e´nergie moyenne de la pe´riode pre´ce´dente, on conside`re qu’il y a
e´quilibre. Le rapport n1/L de´finit donc le pourcentage de temps d’excursion au
dessus de la valeur moyenne pre´ce´dente requis pour pouvoir conside´rer qu’il y a
e´quilibre.
U
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(a) graphiques temps-e´nergie et
temps-tempe´rature
−log(T)
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(b) graphique tempe´rature-e´nergie
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(c) mesures d’e´nergies moyennes per-
mettant de diagnostiquer le mauvais
comportement
Fig. 9.5: Exemple de mauvais comportement du recuit simule´ : apre`s une
de´croissance, on n’observe pas de retour au dessus du niveau moyen pre´ce´dent.
En pratique nous avons pris une valeur n1 = 1 ou n1 = 2 pour L = 10. Nous
proposons donc de tester la re´versibilite´ en regardant s’il est possible de faire
une excursion en arrie`re le temps d’une ou deux sous pe´riodes (10% ou 20% de
la grande pe´riode). Intuitivement, sur la figure 9.5 b), cela revient a` tester si
les plages d’e´nergies explore´es a` chacune des deux tempe´ratures successives se
recouvrent un minimum ou non.
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Acce´le´ration-De´ce´le´ration
Si une de´croissance est refuse´e, il parait illogique de retenter la meˆme. En effet,
si l’on a bien converge´ vers la loi de´sire´e pendant la pe´riode i−1, mais que le saut
de tempe´rature suivant n’est pas accepte´, il semble approprie´ de conside´rer que
cela est duˆ a un trop grand e´cart entre les lois a` tempe´rature Ti et Ti−1. Nous
proposons donc de ralentir la de´croissance lorsque l’e´quilibre n’est pas assure´.
Pour cela on applique le sche´ma suivant :
Ai+1 = A
r
i avec r < 1 si Nplus < n1
Cela augmente donc la constante A et ralentit la de´croissance. Comme nous
le de´taillons plus loin (partie 9.1.5), on revient a` la tempe´rature Ti le temps
de quelques pe´riodes pour rattraper le retard, avant de proposer une nouvelle
de´croissance.
Re´ciproquement, lorsque Nplus ≥ n2 on conside`re que la transition de
tempe´rature n’a pas e´te´ suffisement importante. On acce´le`re alors la de´croissance
en utilisant le sche´ma inverse.
Ai+1 = A
1
r
i avec r < 1 si Nplus ≥ n2
Il y a un re´glage de parame`tre a` faire. Nous avons choisi L = 10, n1 = 1,
n2 = 5 et r = 0.85. Ces valeurs se sont montre´es robustes. Par ailleurs, pour
e´viter d’arriver nume´riquement sur des constantes Ai = 1, nous avons impose´ la
condition suivante :
Ai ≤ 1− e−16
Tempe´rature critique
Le sche´ma tel qu’il est pre´sente´ fonctionne relativement bien en pratique,
mais il faut faire attention aux tempe´rature critiques : la simulation de la fi-
gure 9.4 a e´te´ obtenue a` l’aide du sche´ma pre´ce´dent. On remarque que le she´ma
d’acce´le´ration-de´ce´le´ration n’est pas adapte´ aux modifications brutales de la vi-
tesses de de´croissance ne´ce´ssite´es par les points critiques. Nous avons vu, au
travers de l’analyse de la figure 9.5 que la de´ce´le´ration propose´e n’est pas suffi-
samment importante au niveau du point critique.
Cela provient du phe´nome`ne suivant : lors des premie`res tentatives de
de´croissance, l’e´nergie de´croˆıt brusquement. Les tentatives de de´croissances sont
alors rejete´es. On passe alors une ou plusieurs pe´riodes de rattrapage a` la
tempe´rature pre´ce´dent la tentative de de´croissance. L’e´valuation de la nouvelle
e´nergie moyenne de re´fe´rence Uref se fait donc alors que le syste`me est en train de
“revenir” de niveaux d’e´nergie bas. Par conse´quent la tentative de de´croissance
suivante risque d’eˆtre accepte´e a` tort puisque l’estimation de Uref aura alors e´te´
biaise´e.
Nous proposons, par conse´quent, de stopper la de´croissance et de revenir a` la
tempe´rature pre´ce´dente le temps de retrouver des e´nergies moyennes cohe´rentes
avec cette tempe´rature. Pour cela nous effectuons un test d’e´quilibre avec l’e´nergie
moyenne correspondant a` la pe´riode pre´ce´dant la tentative de de´croissance. A
cause des points critiques, il peut malheureusement arriver que ce test d’e´quilibre
ne soit jamais ve´rifie´, parce que l’e´nergie moyenne du syste`me est de´finitivement
bloque´e autour d’une valeur bien plus faible que celle observe´e lors du premier
passage a` cette tempe´rature. Nous sugge´rons, lorsque l’on perd l’e´quilibre, d’at-
tendre nbinhib pe´riodes avant de remettre Uref a` jour, a` moins de repasser au
dessus de la valeur moyenne pre´ce´dant la tentative de de´croissance.
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L’algorithme
Voici l’algorithme utilise´, l’indentation servant a` de´limiter les blocs de com-
mandes.
T = Tinit Initialisations
Tref = Tinit
r = 0.85
temref = 0
Uref = 0
Tant que T > Tmin Debut grande periode
nbdec = 0
Umes = 0
Umoy = 0
Nplus = 0
Si temref = 1
Tref = T Mise a jour temperature
T = AT
Pour k = {1, . . . , N} debut petite periode
Pour l = {1, . . . , δt}
Simule(systeme,T)
Umes = Umes+energie(systeme)
Umes = Umes/δt
Umoy = Umoy + Umes
Si Umes > Uref − 
Nplus = Ncroiss + 1
Si Nplus ≥ n1 alors eq = 1 sinon eq = 0 equilibre
Si Nplus ≥ n2 alors rem = 1 sinon rem = 0 on remonte beaucoup
Si temref ≤ 0 alors retour = 1 sinon retour = 0 on revient d inhibition
Si temref < 1
Si eq = 1
temref = 1
Sinon
temref = temref + 1
Si temref = 1
Si eq = 1 ou retour = 1 Mise a jour de Uref
Uref = Umoy/N
Si eq = 0 on ralentit
T = Tref
A = Ar
temref = −nbinhib + 1 on bloque la valeur de Uref
Si rem = 1 et retour = 0 on accelere
A = A1/r
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9.1.6 Explications
Le sce´nario de l’algorithme explique´ ci-dessus peut paraˆıtre obscur. Nous nous
proposons ici de re´capituler les diffe´rents comportements qu’il adopte.
On se place dans le cas ou` la de´croissance s’est passe´e correctement lors de l’e´tape
pre´ce´dente i − 1. On dispose donc de l’estime´e Uref = 〈U〉i−1 de la moyenne de
l’e´nergie sur la grande pe´riode pre´ce´dente. Au de´but de la grande pe´riode i, on
effectue la de´croissance de tempe´rature avec la constante courante A. Une fois la
pe´riode termine´e, l’algorithme e´tudie le comportement qu’a eu l’e´nergie sur cette
pe´riode.
– Si l’e´quilibre est assure´ (Nplus ≥ n1), deux cas sont possibles :
– l’e´nergie moyenne a passe´ au moins n2 sous pe´riodes au dessus de l’e´nergie
de re´fe´rence Uref (Nplus ≥ n2), auquel cas on diminue A (acce´le´ration de la
de´croissance)
– n1 ≤ Nplus < n2, auquel cas A reste inchange´e.
La pe´riode i se termine alors avec la mise a` jour de l’e´nergie de re´fe´rence :
Uref = 〈U〉i, tandis que la pe´riode i + 1 commence avec la mise a` jour de la
tempe´rature : Ti+1 = ATi
– Si l’e´quilibre n’est pas assure´, on revient a` la tempe´rature pre´ce´dente : Ti+1 =
Ti−1 et on augmente la constante de de´croissance : A = A
r (de´ce´le´ration).
Uref reste inchange´, c’est a` dire Uref = 〈U〉i−1. Par ailleurs temref est mis
a` temref = −nbinhib + 1 ce qui signifie que l’on va passer nbinhib pe´riodes a`
la meˆme tempe´rature, sauf si entre temps, l’e´nergie est repasse´e au dessus de
Uref le temps de n1 sous pe´riodes au moins.
– Si c’est le cas, on recommence la de´croissance normalement, avec la nouvelle
constante A issue de la de´ce´le´ration ;
– sinon, cela signifie que l’on a passe´ nbinhib pe´riodes a` la tempe´rature Ti−1
sans pour autant que l’e´nergie moyenne ne soit revenue suffisamment
longtemps au dessus de 〈U〉i−1. On met alors a` jour l’e´nergie de re´fe´rence :
Uref = 〈U〉i+nbinhib , on laisse la tempe´rature inchange´e Ti+nbinhib+1 = Ti−1,
on augmente encore A (de´ce´le´ration a` nouveau), et on relance un cycle
d’inhibition : temref = −nbinhib + 1.
Les parame`tres de ce sche´ma de de´croissance sont : la constante r d’acce´le´ration
et de de´ce´le´ration, les valeurs n1 et n2 de test d’e´quilibre, le nombre de pe´riodes
d’inhibition nbinhib, les longueurs des pe´riodes et des sous pe´riodes, ∆t et δt et 
le parame`tre de sensibilite´.
9.1.7 Re´sultats et commentaires
Nous pre´sentons ici quelques re´sultats pour comparer le sche´ma propose´
a` diffe´rentes de´croissances ge´ome´triques. Nous optimisons le mode`le a` deux
e´le´ments (rectangles et segments) du chapitre pre´ce´dent. Les simulations de
re´fe´rence ont e´te´ obtenues en utilisant des sche´mas ge´ome´triques par morceaux.
Nous pre´cisons donc les constantes utilise´es et la longueur des plateaux. Il faut
noter que le proble`me est tre`s complexe : il y a deux types d’objets, pour chaque
type d’objets il y a deux interactions attractives et une interaction re´pulsive,
et il y a une interaction entre des objets de types diffe´rents. Sur ce proble`me,
les sche´mas 9.2 et la de´croissance a` vitesse thermodynamique constante se sont
montre´s tre`s lents.
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Comportement ge´ne´ral
Le premier re´sultat a e´te´ obtenu avec nbinhib = 1, L = 20000, N = 10, n1 = 1,
n2 = 5. Nous comparons quatre simulations. Les e´nergies en fonctions de la
tempe´rature sont pre´sente´es sur la figure 9.6. Le tableau 9.1 pre´sente les vitesses
de de´croissance correspondantes. La dernie`re colonne donne le nombre d’ite´rations
ne´cessaires pour atteindre Tmin = 10
−7 en partant de Tinit = 1. On constate sur la
Simulation A Pe´riode
Temps pour atteindre
Tmin
Energie finale
a 0.9985 2000 20 millions d’ite´rations -610
b 0.9994 2000 35 millions -825
c 0.99994 2000 200 millions -1330
d adaptative 20000 250 millions -1490
Tab. 9.1: Diffe´rentes simulations utilise´es pour analyser le sche´ma adaptatif pro-
pose´.
b
a
c
d
Fig. 9.6: Courbes des e´volutions de l’e´nergie en fonction de la tempe´rature (x =
−log(T ), y = U) pour les diffe´rentes simulations. Les courbes a, b et c sont
obtenues avec des de´croissances ge´ome´triques, la courbe d avec la de´croissance
adaptative propose´e.
figure 9.7 (tempe´rature en fonction du temps) que le sche´ma de de´croissance pro-
pose´ permet d’attendre plus longtemps aux tempe´ratures inte´ressantes, et de pas-
ser plus vite les plages de tempe´ratures ininte´ressantes. La figure 9.8 montre une
vue rapproche´e de l’e´volution de la tempe´rature au de´but de la simulation, alors
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c
d
Fig. 9.7: Evolution de la tempe´rature en fonction du temps (x = t, y = log(T ))
pour les simulations c et d.
que la tempe´rature est trop haute. On constate que le me´canisme d’acce´le´ration
joue son roˆle.
Les figures 9.9 et 9.10 montrent les de´tails de la simulation autour de la zone
critique. On constate que la de´ce´le´ration brutale a effectivement lieu mais un
peu trop tard. Ce de´faut est rattrape´ par le temps passe´ aux tempe´ratures
inte´ressantes.
Pour finir, la figure 9.11 montre l’e´volution globale de l’e´nergie en fonction du
temps dans le cas de deux simulations : la de´croissance ge´ome´trique lente et la
de´croissance adaptative propose´e. Il faut constater que la de´croissance adaptative
permet de mieux utiliser le temps alloue´.
Choisir un comportement sous-optimal
L’avantage apparent de la me´thode est qu’elle ne ne´cessite pas de lancer plu-
sieurs simulations pour trouver la constante de de´croissance ge´ome´trique la plus
adapte´e au proble`me. L’inconve´nient est e´videmment que le temps ne´cessite´ pour
optimiser est relativement long (dans le cas des simulations ci-dessus il a fallu
quelques dizaines d’heures pour les deux simulations c et d). Si le but est d’obte-
nir le meilleur re´sultat possible, le sche´ma adaptatif semble convenir. L’avantage,
par contre, des sche´ma ge´ome´triques, est qu’ils permettent de fixer un temps
d’optimisation.
Dans le meˆme esprit, il peut eˆtre inte´ressant d’imposer un comportement sous-
optimal tout en gardant les avantages de la de´croissance adaptative. Pour cela
nous avons impose´ une vitesse de de´croissance minimale. Lors d’une de´ce´le´ration,
(augmentation de A) nous imposons que A < Amax. Par exemple, nous avons
choisi d’imposer A < 1 − exp(−10)) = 0.99 pour une pe´riode de L = 20000.
Cela signifie que l’on espe`re aller de Tinit a` Tmin en 35 millions d’ite´rations,
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c
d
Fig. 9.8: Evolution de la tempe´rature en fonction du temps (x = t, y = log(T )),
de´but de la simulation.
a
b
c
d
Fig. 9.9: Evolution de l’e´nergie en fonction de la tempe´rature, vue rapproche´e de
la zone critique
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(a) x = t, y = log(T ) (b) x = t, y = U
(c) x = −log(T ), y = U
Fig. 9.10: De´tails du passage de la tempe´rature critique (simulation d).
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c
d
Fig. 9.11: Energie en fonction du temps. On constate que la de´croissance adap-
tative exploite mieux la plage de temps utilise´e que la de´croissance ge´ome´trique.
dans le pire cas. Notons que d’une part le fait de rester a` des tempe´ratures
constantes peut ralentir le processus, et que d’autre part, on attend de la me´thode
qu’elle acce´le`re la de´croissance au de´but de la simulation et que donc on ne peut
de´terminer a` l’avance le temps exact ne´cessaire pour atteindre Tmin. Nous avons
compare´ la simulation obtenue avec une simulation ou` A = 0.9994 et qui rejoint
la tempe´rature minimale en 37 millions d’ite´rations. La figure 9.12 pre´sente le
re´sultat. On constate, en particulier graˆce au graphique temps-e´nergie, que la
plage de temps alloue´e est utilise´e au mieux par la de´croissance adaptative.
Cas de proble`mes plus simples
Nous conside´rons dans ce paragraphe un proble`me plus simple que celui des
paragraphes pre´ce´dents : nous avons supprime´ les segments du proble`me. Le
proble`me se re´sume a` la recherche d’une configuration optimale de rectangles.
Il n’y a donc plus qu’un type d’objets, deux types d’interactions attractives et un
type d’interaction re´pulsive.
La premie`re expe´rience compare la de´croissance adaptative sous-optimale du pa-
ragraphe pre´ce´dent ( A < 1−exp(−10)) = 0.99) avec la de´croissance ge´ome´trique
correspondante (L = 2000, A = 0.9994) dont on attend qu’elles ne´cessitent toutes
les deux le meˆme nombre d’ite´rations pour atteindre Tmin. En pratique, il est
apparu que la de´croissance adaptative ne´cessite moins d’ite´rations et donne un
meilleur re´sultat que la de´croissance ge´ome´trique. La figure 9.13 montre le re´sultat
obtenu. La courbe en gris fonce´ correspond a` la de´croissance ge´ome´trique, la
courbe en gris clair a` la de´croissance adaptative a` vitesse minore´e. Pour termi-
ner, nous avons voulu comparer ces deux re´sultats a` une de´croissance adaptative
dont la vitesse n’est pas minore´e. Nous avons donc a` nouveau impose´ une vi-
tesse minimale A < 1− exp(−16)) = 0.99999989 pour des raisons nume´rique. La
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(a) x = −log(T ), y = U (b) x = t,y = T
(c) x = t,y = U
Fig. 9.12: Comportement lorsque l’on impose une vitesse de de´croissance mini-
male (en gris : de´croissance adaptative, en noir : de´croissance ge´ome´trique). Le
re´sultat est meilleur lorsque l’on utilise une de´croissance adaptative.
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(a) x = −log(T ), y = U (b) x = t,y = log(T )
(c) x = t,y = U
Fig. 9.13: Cas d’un mode`le plus simple qui ne tient compte que des rec-
tangles. Comparaison entre une de´croissance ge´ome´trique (courbes noires) et
une de´croissance adaptative avec vitesse minimale impose´e (courbes grises). Le
re´sultat est meilleur en moins de temps en utilisant la de´croissance adaptative.
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figure 9.14 montre le comportement obtenu. On notera que le re´sultat est bien
meilleur que ceux obtenus par les deux me´thodes pre´ce´dentes et que le temps
ne´cessaire (90 millions d’ite´rations) n’est a` peu pre`s que le double du temps uti-
lise´ par les pre´ce´dentes simulations.
Simulation A Pe´riode
Temps pour atteindre
Tmin
Energie finale
Ge´ome´trique 0.9994 2000 35 millions d’ite´rations -230
Adaptative ≤ 1− e−10 20000 23 millions -240
Adaptative ≤ 1− e−16 20000 90 millions -345
Tab. 9.2: Performance de diffe´rents she´mas sur un proble`me plus simple.
Influence des parame`tres
Le parame`tre le plus important est la pe´riode L. Il faut choisir une valeur qui
soit cohe´rente avec la corre´lation de la chaˆıne de Markov. Les autres parame`tres,
n1, n2 et r sont relativement robustes. Il faudrait faire une e´valuation plus ex-
haustive de l’incidence des diffe´rents parame`tres implique´s sur le comportement
de la me´thode.
9.1.8 Conclusion
Le sche´ma de de´croissance adaptative a montre´ son efficacite´ en pratique,
puisque nous l’avons utilise´ presque syste´matiquement.
Parmi les avantages certains de l’approche, il faut d’abord noter que lorsque
l’on change de taille d’image, il est inte´ressant de ne pas avoir a` re´gler la nou-
velle vitesse de de´croissance. Ensuite, le sche´ma adaptatif permet de partir d’une
tempe´rature initiale haute, sans perdre trop de temps entre cette tempe´rature
initiale et la premie`re tempe´rature critique. Enfin, il y a un rapport entre l’opti-
misation et les mode`les. En effet, le poids d’une interaction de´finit la tempe´rature
critique de cette interaction (c’est a` dire, la tempe´rature a` partir de laquelle cette
interaction a un poids non ne´gligeable dans les variations d’e´nergies). L’utilisa-
tion d’une de´croissance adaptative permet, au besoin, d’espacer les tempe´ratures
critiques sans perdre le temps d’optimisation lie´ a` l’e´cart entre ces tempe´ratures.
Il faut noter pour finir, qu’il reste beaucoup de points d’interrogation lie´s a` cette
de´croissance adaptative. Il conviendrait sans aucun doute de tester le sche´ma
sur une classe de proble`mes connus (mode`le d’Ising, proble`me du voyageur de
commerce) afin d’e´valuer correctement son efficacite´ et l’influence des diffe´rents
parame`tres.
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(a) x = t,y = U (b) x = t,y = log(T )
(c) x = −log(T ), y = U
Fig. 9.14: Cas d’un mode`le plus simple qui ne tient compte que des rectangles.
Comparaison entre une de´croissance ge´ome´trique, une de´croissance adaptative
avec vitesse minimale impose´e (courbes noires) et une de´croissance adaptative
sans vitesse minimale impose´e (courbes grises).
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9.2 Ajout d’une me´moire
9.2.1 Algorithmes ge´ne´tiques
Les approches par algorithmes ge´ne´tiques sont attractives parce qu’elles
me´langent des notions qui intuitivement semblent eˆtre efficaces pour optimiser
des proble`mes complexes. Il s’agit de la me´moire, de la se´lection et de la di-
versite´. Avant de de´tailler brie`vement ces diffe´rentes notions, rappelons que les
algorithmes ge´ne´tiques reposent sur la simulation de l’e´volution d’une population.
Les notions sous-jacentes aux approches e´volutionnistes sont les suivantes. Il y
a d’abord la me´moire : on cherche a` ame´liorer les hypothe`ses formule´es dans le
passe´ et ayant e´te´ ve´rifie´es. Ensuite vient la se´lection : le but est de se´lectionner
les individus re´pondant le mieux, et pour finir on trouve la notion de diver-
site´ : on cherche a` donner a` la population un comportement global favorisant
l’apparition de nouvelles hypothe`ses et permettant d’e´viter les cas ou` la popula-
tion n’est compose´e que d’individus proches (phe´nome`ne de de´ge´ne´rescence). Les
parame`tres des algorithmes ge´ne´tiques servent a` e´quilibrer ces diffe´rents compor-
tements. Malheureusement, cela peut parfois s’ave´rer difficile.
Les approches e´volutionnistes reposent sur l’ ide´e d’une compe´tition entre
l’entropie du syste`me et une forme de se´lection. Cette ide´e peut eˆtre
formalise´e plus mathe´matiquement. Ainsi, dans [Del Moral et Doucet, 2003,
Del Moral et Miclo, 2003, Del Moral et Doucet, 2004], on trouve une nouvelle
classe d’algorithmes, issus du formalisme de flots de Feynman Kac. Ces algo-
rithmes peuvent eˆtre vu comme une hybridation entre le recuit simule´ et les al-
gorithmes ge´ne´tiques. La de´monstration de leur convergence repose sur l’e´criture
d’un principe de grande de´viation, dont la fonctionnelle d’action fait intervenir
deux termes : un terme d’entropie favorisant la dispersion de l’exploration de
l’espace d’e´tat (diversite´) et un terme de se´lection. L’avantage certain des algo-
rithmes comme le recuit simule´, ceux de Del Moral ou de certains algorithmes
ge´ne´tiques (voir [Cerf, 1994] par exemple) est que leur convergence est de´montre´e.
La compe´tition entre diversite´ et se´lection est donc naturellement e´quilibre´e.
Le recuit simule´ repose sur l’absence de me´moire. Cela permet, sous des hy-
pothe`ses d’exploration simples (re´versibilite´ des perturbations stochastique) de
calculer des taux de se´lection assurant la convergence de l’algorithme. Paradoxa-
lement, c’est l’absence de me´moire du recuit simule´ qui lui assure son efficacite´.
Il est toutefois possible d’ajouter une me´moire dans le recuit simule´. Nous nous
proposons, dans cette partie, d’en e´tudier les effets.
9.2.2 Inte´reˆt d’une me´moire
L’algorithme que nous utilisons repose entie`rement sur une exploration stochas-
tique e´quilibre´e de l’espace d’e´tat. On cherche des configurations d’objets dont le
terme d’attache aux donne´es re´pond bien. Ces objets sont particulie`rement rares
et difficiles d’acce`s. L’algorithme utilise´ propose d’e´liminer ou de cre´er des objets
ale´atoirement, et accepte ces propositions en fonction des variations d’e´nergie in-
duites. Le fait que les objets d’inte´reˆt soient rares pose deux proble`mes : d’une
part lorsque l’on en supprime un, on perd le be´ne´fice de l’exploration qui a mene´
jusqu’a` sa de´couverte. D’autre part, comme ces objets sont difficiles a` trouver, il
vivent longtemps. Avec le terme de soft core important, cela interdit la pre´sence
d’hypothe`ses d’objets contradictoires au meˆme endroit. Il faut donc se reposer
sur les transformations supple´mentaires comme les translations ou les rotations
200 CHAPITRE 9. OPTIMISATION
pour espe´rer pouvoir passer d’une hypothe`se a` l’autre. Cela peut toutefois eˆtre
insuffisant.
Nous proposons ici une naissance-mort avec me´moire qui permet de re´duire la
dure´e de vie d’un objet.
9.2.3 Structure ge´ne´rale
Nous proposons de conside´rer la configuration x d’objets courants a` intervalles de
temps re´gulier et d’en retenir les e´le´ments bien attache´s. Cela donne une collection
d’objets (vi)i≤N . On introduit alors une transformation de naissance ou mort qui
permet, soit de faire re´-apparaˆıtre l’un de ces objets a` une pertubation pre`s, soit
de supprimer l’un des objets de la configuration courante qui est proche de l’un
d’entre eux. Pour cela, on utilise un ensemble B ⊆ S (de la meˆme manie`re qu’au
chapitre 7). On conside`re alors l’ensemble Smem :
Smem =
N⋃
i=1
vi ⊕B
Cet ensemble est forme´ d’une union d’ensembles Si = vi ⊕ B que l’on appelle
graines. On conside`re ensuite une naissance-mort qui propose d’ajouter ou de
retirer un point dans Smem. On peut imaginer deux fac¸ons inte´ressantes de mettre
en oeuvre cette transformation.
9.2.4 Loi de mise a` jour de la me´moire
Avant de de´tailler comment cette transformation fonctionne, nous pre´sentons
ici le me´canisme de mise a` jour que nous avons utilise´. Le but est de garder en
me´moire un ensemble d’objets inte´ressants (vi) le plus diversifie´ possible. Nous
proposons de conside´rer l’e´tat courant x pe´riodiquement (toutes les L ite´rations)
et de remplacer les graines de la me´moire par les objets de x qui sont redondants
et de meilleure qualite´. Pour cela on se donne une application Q(.), ne´gative pour
les objets ininte´ressants et positive pour les autres. Plus grand est Q(u), meilleur
est l’objet (en pratique nous avons pris l’oppose´ du terme d’attache aux donne´es
Q(u) = −Ud(u)). Au de´but de la simulation, la me´moire est initialise´e avec un
ensemble d’objets vide.
Toutes les L iterations
Pour tout u ∈ x = Xt
Si Q(u) >= 0 objet interessant
test = 0
Tant que test = 0, parcourir les vi de la memoire
Si u ∈ vi ⊕B et Q(u) > Q(vi)
Remplacer vi par u
test = 1
Si test = 0
Si la memoire est saturee
Remplacer une graine au hasard par u
Sinon
Ajouter u a la sequence des vi
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9.2.5 Premie`re mise en oeuvre : une seule transformation
On peut imaginer la proce´dure de naissance suivante :
[1] Se´lection d’un vi,
[2] Ge´ne´ration du nouvel objet u dans la graine correspondante vi ⊕B.
La mort peut simplement consister en la se´lection d’un objet parmi ceux tombant
dans un voisinage d’une graine. Il reste a` choisir la loi discre`te permettant de
se´lectionner un objet. Une loi discre`te possible consiste a` choisir un objet u dans
la configuration avec une probabilite´ proportionnelle au nombre de graines le
contenant. On trouve alors le taux suivant dans le cas d’une naissance (y = x∪u) :
R(x,x ∪ u) = f(y)
f(x)
Nν(B)∑N
i=1 card{v ∈ Si, v ∈ x}
et le taux inverse dans le cas de la mort.
Le she´ma ci dessus est le sche´ma que nous avons utilise´ en pratique. On notera la
pre´sence de la taille des graines ν(B) dans l’expression du taux, ce qui correspond
a l’intuition : plus la taille des graines est petite et plus la probabilite´ d’accepter
une mort est grande, puisque l’on a plus de chance de retrouver l’objet supprime´.
9.2.6 Seconde mise en oeuvre :N transformations
Un autre approche consiste a` conside´rer que chaque graine de´finit une transfor-
mation diffe´rente. L’algorithme de mise a` jour suit alors la proce´dure suivante :
[1] choisir une graine Si avec une loi discre`te uniforme,
[2] choisir entre la naissance et la mort avec une probabilite´ 1/2. Ensuite,
si la naissance a e´te´ choisie : ge´ne´rer u dans Si,
si la mort a e´te´ choisie : choisir l’un des u se trouvant dans Si s’il en
existe un, sinon ne rien faire
L’avantage de ce sche´ma sur le pre´ce´dant provient de l’expression du taux assu-
rant la re´versibilite´ :
R(x,x ∪ u) = f(y)
f(x)
ν(B)
card{v ∈ Si, v ∈ x ∪ u}
L’avantage de ce taux est qu’il ne´cessite moins de calculs, mais par contre requiert
une programmation plus fine.
9.2.7 Temps de calculs
L’efficacite´ de cette me´thode est directement lie´e au temps ne´cessaire pour calcu-
ler les taux d’acceptation des naissances ou des morts ajoute´ au temps ne´ce´ssaire a`
la re´actualisation de la me´moire. Nous n’avons pas pu mener autant d’expe´riences
que nous le de´sirions. La version de la naissance mort a` me´moire que nous avons
code´e repose en effet sur la premie`re ide´e (une transformation pour toutes les
graines) et nous n’avons pas utilise´ une mise a` jour permanente des taux de nais-
sances mort pour chaque objet comme nous l’avons fait par ailleurs pour toutes
les autres transformations.
Par conse´quent nous n’avons pas pu comparer l’efficacite´ de l’ide´e en terme
de temps de calculs. Par contre nous pre´sentons ici quelques re´sultats sur la
me´langeance du syste`me obtenu.
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9.2.8 Re´sultats et commentaires
La figure 9.15 pre´sente un re´sultat. On y a trace´ l’e´volution du nombre de
rectangles inte´ressants en fonction de la tempe´rature. Notons que ce re´sultat est
obtenu avec une fre´quence de mise a` jour de la me´moire de L = 50000, une
constante de de´croissance A = 0.9985 et ∆t = 2000 ou` ∆t est la longueur d’un
palier de la de´croissance qui est donc ge´ome´trique par morceaux.
On constate que les simulations utilisant la me´moire ont permis de modifier le
nombre d’objets inte´ressants a` plus basse tempe´rature. On peut faire une rapide
analyse des raisons de ce comportement. Conside´rons une mise a` jour de naissance
ou de mort. Celle-ci peut eˆtre propose´e par une transformation avec une graine ou
par une transformation sans graine et donne lieu a` une variation d’e´nergie positive
∆U > 0. On peut e´crire que la probabilite´ α d’accepter une transformation est
donne´e par :
α = τ exp−
∆U
T
Donc a` tempe´rature constante, c’est la transformation de mort ayant le plus fort
taux qui va le plus favoriser la suppression de certains objets. On imagine que les
deux propositions sont faites a` deux tempe´ratures T1 et T2. La diffe´rence majeure
entre les deux transformations vient des taux donne´s par les transformations.
Notons τ1 et τ2 les deux facteurs correctifs apparaissant dans les taux de Green
lie´s aux deux noyaux de proposition diffe´rents (avec et sans graines) d’acceptation
α1 et α2.
On trouve, pour une variation d’e´nergie identique dans les deux cas :
T1
T2
=
log α2 − log τ2
log α1 − log τ1
La premie`re analyse repose sur l’hypothe`se T1 = T2 : a` tempe´rature constante,
l’une des deux transformations formule des propositions qui ont plus de chance
d’eˆtre accepte´es. Notons que c’est le rapport τ1/τ2 qui intervient pour quantifier
cette diffe´rence. Il est e´galement possible, a` l’inverse, de poser α1 = α2 = α, de
fac¸on a` chercher a` quelles tempe´ratures les deux noyaux de proposition donnent
lieu a` des comportements e´quivalents.
T1
T2
= 1− log
τ2
τ1
log α− log τ1
d’ou`, en re´injectant α, on trouve que :
1
T2
− 1
T1
=
log( τ2τ1 )
∆U
(9.7)
On trouve donc que si le rapport τ2/τ1 > 1 , T2 < T1, ce qui est conforme a`
l’intuition. Dans le cas de la proposition d’une mort, par le sche´ma de mise a` jour
sans me´moire (naissance ou mort uniforme), on a :
τ1 =
n(x)
ν(S)
tandis que dans le cas d’une mort par le sche´ma de mise a` jour avec me´moire :
τ2 =
∑N
i=1 card{v ∈ Si, v ∈ x}
Nν(B)
9.2. AJOUT D’UNE ME´MOIRE 203
a
b
c
d
b
a
d
c
Fig. 9.15: Evolution du nombre de rectangles inte´ressants (dans γ0) en fonction
de la tempe´rature (x = −log(T )) ; a et b : simulations avec des graines de tailles
moyennes , c :simulation de re´fe´rence n’utilisant que la naissance ou mort uni-
forme et d : simulation avec de petites graines. On notera que les simulations
utilisant la me´moire impliquent des variations (diminution) du nombre d’objets
inte´ressants plus tard en tempe´rature que la simulation sans me´moire.
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Simulation ν(B)
a 17203
b 67200
c 0 (re´fe´rence)
d 25.6
Tab. 9.3: Tailles des graines (ν(B)) utilise´es pour les diffe´rentes simulations de
la figure 9.15
Ce qui donne le rapport suivant :
τ2
τ1
=
ν(S)
ν(B)
∑N
i=1 card{v ∈ Si, v ∈ x}
Nn(x)
On peut conside´rer que le rapport entre le nombre moyen d’objets par graine et
le nombre d’objets est a` peu pre´s constant. On constate alors, que plus les graines
sont petites, plus la tempe´rature limite est petite. Les re´sultats expe´rimentaux
de la figure 9.15 confirment la tendance ge´ne´rale, mais ne permettent pas de
retrouver la loi donne´e par la relation 9.7. Le tableau 9.3 pre´sente les tailles des
graines utilise´es : l’ordre de de´croissance des tailles de graines est donc b,a,d.
Or sur les re´sultats de la figure 9.15, on constate que l’ordre de de´croissance des
tempe´ratures limites est a,b,d.
On remarquera par ailleurs que la simulation ou` le me´lange se fait le mieux
(simulation d avec des graines vraiment petites) est aussi celle ou` le nombre final
de rectangles de´tecte´s est le plus faible. Ce re´sultat montre un effet pervers de
l’ajout d’une me´moire dans le syste`me : la mise a` jour de la me´moire provoque
une perte de la stationnarite´ de la chaˆıne. On constate en effet un phe´nome`ne
tout a` fait inte´ressant lie´ a` l’algorithme d’e´chantillonnage. Ce phe´nome`ne est
particulie`rement visible sur la figure 9.16.
On constate que chaque mise a` jour de la me´moire provoque une chute brutale
du nombre d’objets inte´ressant dans la sce`ne. La transformation de la simulation
d utilise des graines de taille vraiment tre`s faible. Par conse´quent, le taux τ
est particulie`rement e´leve´ dans le cas d’une mort. Apre`s une mise a` jour de la
me´moire, l’e´tat courant et cette me´moire sont en ade´quation et donc un certain
nombre d’objets de l´’e´tat courant sont supprime´s, d’ou` les chutes re´gulie`res du
nombre d’objets dans la sce`ne. Le proble`me vient donc de la fre´quence de mise
a` jour de la me´moire : pour de petites graines, il faut mettre a` jour la me´moire
moins fre´quemment, comme le montre la simulation d’ de la figure 9.17. Avec
L = 500000 la stationnarite´ est conserve´e.
9.2.9 Conclusion
La naissance mort a` me´moire permet donc facilement d’obtenir un meilleur
me´lange des configurations. En particulier, meˆme a` tre`s basse tempe´rature, ce
type de transformation permet de proposer des morts d’objets. Cela doit per-
mettre d’ame´liorer l’optimisation du syste`me.
En pratique, nous n’avons pas cependant observe´ d’ame´lioration notable des
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d
c
(a) x = − log T , y = card γ0
Fig. 9.16: Visualisation de la perte de stationnarite´ due a` la pre´sence d’une
me´moire. Les instants ou` le nombre d’objets chute sont les instants ou` la me´moire
est mise a` jour.
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d’
d
c
(a) x = t , y = card γ0
d’
c
d
(b) x = − log T , y = card γ0
Fig. 9.17: La simulation d’ utilise une pe´riode de mise a` jour beaucoup plus grande
(L = 500000) que la simulation d, ce qui permet de retrouver la stationnarite´
entre chaque mise a` jour.
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re´sultats. Par contre, nous avons observe´ un effet pervers de l’ajout d’une me´moire
avec la perte de la stationnarite´ du syste`me.
Il faudrait, par conse´quent, e´tudier plus finement l’influence de la taille des
graines ainsi que celle de la me´thode de mise a` jour de la me´moire pour savoir si
ce type de transformation peut avoir son utilite´ ou non.
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Quatrie`me partie
Conclusion
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Conclusion
Analyse de la contribution
Le travail de the`se pre´sente´ dans ce me´moire a permis l’e´valuation de l’apport
potentiel de la ge´ome´trie stochastique a` l’analyse de sce`nes urbaines denses. Nous
n’avons pas propose´ de logiciel permettant de reconstruire de manie`re exhaustive
et pre´cise une zone urbaine quelconque. Par contre, nous avons propose´ divers
mode`les permettant d’extraire une information de niveau interme´diaire a` partir
de Mode`les Nume´riques d’Ele´vation.
Une premie`re e´tape de ce travail a consiste´ en l’assimilation d’un certain
nombre de concepts the´oriques lie´s aux notions de processus ponctuels et
d’e´chantillonneur MCMC.
Une seconde e´tape a consiste´ en l’exploration des diverses possibilite´s of-
fertes par les mode`les de processus ponctuels applique´s a` l’analyse d’images.
Apre`s l’e´tude d’un certain nombre de travaux fondateurs ([Van Lieshout, 1993,
Pievatolo et Green, 1998, Rue et Hurn, 1999, Stoica, 2001]) nous avons e´te´
amene´s a` formuler nos propres mode`les.
Nous avons ainsi explore´ quatre voies. La premie`re, qui nous a servi d’exemple
pour introduire la me´thode dans ce manuscrit, a permis d’e´valuer la pertinence
de l’approche. Elle repose sur la de´tection de zones homoge`nes par des rectangles.
Ce premier travail a permis de poser certaines questions auxquelles les mode`les
suivants ont tente´ de re´pondre. Le second mode`le repose sur l’utilisation d’un trai-
tement bas niveau pour de´tecter les discontinuite´s sur les MNE. Ce mode`le nous a
permis d’introduire un mode`le ge´ne´rique d’interactions attractives ne de´pendant
pas de la taille de l’image conside´re´e. Il nous a e´galement incite´ a` conside´rer
une mesure de re´fe´rence inhomoge`ne. C’est l’une des originalite´s de ce travail.
Le troisie`me mode`le nous a permis d’e´valuer la valeur d’un crite`re Baye´sien et
d’examiner la possibilite´ d’utiliser des mode`les complexes de baˆtiments. Recher-
cher des configurations aussi denses d’objets complexes a ne´cessite´ l’introduc-
tion d’une me´thode pour re´duire l’espace de recherche. Nous avons propose´ une
me´thode originale et efficace reposant sur l’utilisation d’une initialisation. Nous
avons e´tendu cette ide´e en tentant par la suite d’introduire une me´moire dans
l’algorithme. Le dernier mode`le que nous avons pre´sente´ tire parti du mode`le
d’attraction que nous utilisons. Nous proposons de chercher des e´le´ments simples
mode´lise´s par des segments et des rectangles en interaction. Tous ces mode`les ont
ne´cessite´ la prise en compte de leur structure spe´cifique dans la mise en oeuvre de
l’e´chantillonneur. Nous avons ainsi e´te´ amene´s a` introduire des transformations
originales, comme la naissance ou mort d’un objet dans un voisinage. Nous avons
e´galement propose´ un nouveau sche´ma de de´croissance de tempe´rature dans un
cadre de recuit-simule´.
Une dernie`re remarque d’importance concerne le codage pratique des mode`les
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propose´s : il a fallu une somme de travail non ne´gligeable pour coder les diffe´rents
mode`les.
De´fauts des me´thodes propose´es
Nous nous attardons ici sur les critiques que l’on peut faire aux mode`les propose´s.
Tout d’abord, les temps de calcul restent un proble`me majeur. Dans le cas des
mode`les complexes, pour traiter une zone de taille consistante (830m par 300m,
a` 20cm de re´solution) les algorithmes ne´cessitent une semaine de calculs. Il faut
noter que les mode`les sont toutefois relativement paralle´lisables. Il est e´galement
possible de travailler se´quentiellement en partitionnant la zone d’inte´reˆt avec un
gain de temps duˆ aux structures informatiques permettant de de´crire l’espace
d’e´tat.
Le second proble`me ouvert est e´videmment le re´glage des parame`tres. Nous
avons propose´ une classe de mode`les ge´ne´riques dont les parame`tres sont inva-
riants par changement de taille de l’image propose´e. Il faut toutefois re´gler ces
parame`tres par essai-erreur. Il euˆt e´te´ appre´ciable de proposer une me´thode per-
mettant d’apprendre les parame`tres d’un mode`le. Cela reste une question de´licate
et sur laquelle nous comptons continuer a` travailler dans un futur proche, n’ayant
pour l’instant re´ussi a` n’obtenir aucun re´sultat probant sur des images re´elles.
Le troisie`me proble`me provient de la nature du re´sultat. Si nous arrivons effecti-
vement a` extraire une information vectorielle, il est de´licat d’estimer exactement
son utilite´. Dans un contexte de rendu urbain tridimensionnel, il est certain que les
diffe´rents mode`les ont leur utilite´. Pour des cadres d’application plus industriels,
il faut ve´rifier si les objets extraits peuvent servir pour aider d’autres algorithmes
de reconstruction destine´s a` la production en fournissant des hypothe`ses vecto-
rielles. Ce proble`me va faire l’objet d’une the`se qui de´butera tre`s prochainement
dans le projet Ariana, en collaboration avec l’IGN et le CNES.
Inte´reˆts des mode`les propose´s
Les mode`les propose´s permettent d’extraire une information inte´ressante. Il
s’agit, en effet, d’information de moyen niveau : les primitives obtenues ne sont pas
directement accessibles par les me´thodes usuelles que propose l’analyse d’images
comme les transforme´es de Hough par exemple. Par ailleurs, l’approche que nous
proposons est originale et permet de se de´marquer des me´thodes “top-down” et
“bottom-up” habituelles qui reposent sur l’agglome´ration de primitives simples.
Notre approche permet e´galement de structurer l’extraction du baˆti par le biais
d’interaction entre les objets. Il s’agit re´ellement d’une originalite´ de la me´thode,
qui gagnerait a` eˆtre de´veloppe´e au moyen d’interactions plus complexes.
Une fois les parame`tres re´gle´s, l’approche est entie`rement automatique, ce qui
est e´videment un avantage. Etant donne´e la taille des zones a` traiter, on peut
imaginer une approche en deux e´tapes dont la premie`re consisterait en un re´glage
semi-automatique des parame`tres sur des zones de petites tailles, et la seconde
en un lance´ se´quentiel de l’extraction sur l’ensemble de la zone e´ventuellement
partionne´e en plusieurs zones de tailles plus re´duites.
L’un des avantages des mode`les propose´s s’est ave´re´ eˆtre la robustesse par rap-
port au type et a` la qualite´ des donne´es. Nous n’avons pas eu besoin de modifier
les parame`tres du mode`le a priori lorsque nous avons change´ de taille ou de type
d’images.
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Extensions possibles
Chercher un ensemble de primitives diffe´rentes de bas niveau en interaction est
une extension qui serait re´ellement inte´ressante. Rares sont les me´thodes qui per-
mettent d’extraire des objets et de re´gulariser l’extraction en meˆme temps. L’ave-
nir se situe, sans aucun doute, dans la complexification des interactions plutoˆt
que dans la complexification des objets. On devrait pouvoir tendre vers la notion
de grammaire de graphes telle que pre´sente´e et exploite´e dans [Fuchs, 2001].
L’estimation des parame`tres est un proble`me ouvert. On trouvera dans
[Stoica et al., 2004] l’application de me´thodes classiques pour estimer les pa-
rame`tres du mode`le a priori. En donne´es incomple`tes, l’estimation des parame`tres
reste un proble`me complexe meˆme a` haute tempe´rature. A basse tempe´rature,
le mauvais comportement des e´chantillonneurs MCMC rend inefficaces toutes les
techniques usuelles reposant sur l’“importance sampling”. Il reste donc a` intro-
duire de nouvelles me´thodes pour permettre d’apprendre les parame`tres d’un
mode`le de processus ponctuels utilisable dans un cadre aussi applique´ que le
notre.
L’algorithme d’optimisation pourrait eˆtre ame´liore´. De nouvelles avance´es
re´centes dans les techniques MCMC, comme les techniques de DDMC (Data Dri-
ven MCMC, c.f. [Tu et Zhu, 2002]) ou l’utilisation de processus a` temps continu
comme [Srivastava et al., 1999] me´riteraient d’eˆtre examine´es. Les ide´es de Del
Moral sur les algorithmes ge´ne´tiques et les processus de naissance mort (se re´fe´rer,
par exemple a` [Del Moral et Doucet, 2003]) trouveraient suˆrement des applica-
tions pour faciliter l’optimisation des mode`les.
Une proble´matique que nous n’avons pas aborde´e dans ce travail est la fusion
de donne´es. Il serait, en effet, facile d’ajouter plusieurs termes du premier ordre
dans l’e´nergie d’attache aux donne´es, chacun de ces termes correspondant a` un
type de donne´es diffe´rent.
Une extension qui semble e´galement inte´ressante est l’ajout d’un parame`tre
temporel, de manie`re a` permettre le suivi d’objets en mouvement dans des
se´quences d’images. Cette possibilite´ nous inte´resse tout particulie`rement, puisque
les me´thodes actuelles de suivi d’objets se comportent mal lorsque le nombre
d’objets est trop grand. L’extension des mode`les par processus ponctuels aux
se´quences d’images pourrait permettre de tirer parti d’une information a priori
sur la structure spatiale d’interaction entre les objets.
Enseignements issus de ce travail
En ce qui concerne les mode`les de processus ponctuels nous avons tire´s plusieurs
enseignements de l’expe´rience accumule´e tout au long des trois anne´es e´coule´es.
La qualite´ de l’e´chantillonnage est primordiale. C’est le point clef qui se cache
derrie`re tous les mode`les propose´s. Il faut construire des transformations per-
tinentes pour pouvoir obtenir des re´sultats corrects avec des temps de calcul
acceptables. Naissances ou morts dans un voisinage, translations, dilatations ou
de´placement d’un point de connection, toutes ces ide´es proviennent de la meˆme
origine : il faut ajouter des transformations qui vont dans le sens des mode`les.
C’est en cela que le formalisme propose´ par [Green, 1995] est particulie`rement
inte´ressant puisqu’il ouvre un e´ventail tre`s vaste de transformations possibles.
L’utilisation de mesures de re´fe´rence inhomoge`nes est e´galement avantageuse.
Cette ide´e a permis de sensiblement ame´liorer les re´sultats puisqu’elle a permis
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d’introduire des termes d’attache aux donne´es beaucoup plus exigeants, la mesure
de re´fe´rence servant alors a` compenser la rarete´ des objets inte´ressants.
Il semble qu’aller vers des objets plus complexes n’est pas d’un inte´reˆt direct.
On peut e´videment arguer qu’il est toujours possible d’utiliser des bancs de
pre´traitements pour construire des naissances ou morts d’objets non uniformes
favorisant les endroits ou` les objets re´pondront vraisemblablement correctement.
Cependant, nous pensons qu’une telle approche fait perdre en partie l’inte´reˆt de
la me´thode. En effet, si pour pouvoir optimiser les mode`les il faut disposer d’une
initialisation pre´cise, on perd alors l’inte´reˆt de la me´thode qui permet de trouver
les endroits interessants de l’espace d’e´tat en exploitant la structure “par objets”
du proble`me a` re´soudre.
Si nous devions reconstruire un mode`le pour analyser les zones urbaines denses,
nous partirions directement sur l’ide´e de faire interagir plusieurs types de primi-
tives. On trouverait : les coins, les segments les plans etc... . La structure d’inter-
action permettrait d’augmenter l’e´nergie des objets appartenant a` une structure
complexe ayant du sens. On se rapprocherait donc des algorithmes “bottom-up”
avec la diffe´rence notable que l’agre´gation se ferait en meˆme temps que le test
d’hypothe`se. Cette approche permettrait, en outre, de tenir compte d’un ensemble
de donne´es diverses.
L’estimation des parame`tres d’interaction est un proble`me certain. Une solution
pour reme´dier a` ce proble`me est de de´velopper un mode`le baye´sien. En effet,
ce type de mode`les autorise une estimation non supervise´e et automatique des
parame`tres. Cela dit, pour des applications aussi particulie`res que la notre, la
modelisation baye´sienne peut se re´ve´ler tout a` fait arbitraire et donc inadapte´e. La
encore, en se cantonant a` des objets simples, il devrait eˆtre possible de construire
des mode`les d’interaction dont les parame`tres soient estimables plus facilement,
au moins de manie`re approche´e.
La conclusion essentielle de ce travail est qu’il est possible d’utiliser des pro-
cessus ponctuel marque´s pour extraire des caricatures de baˆtiments a` partir de
Mode`les Nume´riques d’Elevation. Ensuite, d’un point de vue plus ge´ne´rique en
analyse d’images, il semble que la ge´ome´trie stochastique soit particulie`rement
bien adapte´e aux contextes ou` l’on peut favoriser la simplicite´ des objets du
mode`le, quitte a` devoir introduire une multitude d’objets diffe´rents.
Conclusion
Ce travail nous a donc permis d’e´valuer le potentiel des approches par processus
ponctuels marque´s dans un cadre applique´. De ce point de vue, le travail mene´ a
e´te´ tre`s formateur. Nous avons du constamment travailler a` la fois sur les outils
the´oriques et la re´alite´ des proble`mes que posent l’application.
Ce manuscrit ne pre´sente qu’une partie du travail mene´ : nous avons eu l’occasion
d’eﬄeurer d’autres the´ories que celles utilise´es ici. Beaucoup d’ide´es rencontre´es
en chemin sont reste´es en suspens : peut eˆtre verront-elles le jour dans l’avenir,
mais c’est de´sormais une autre histoire...
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Annexe A
Re´sultats supple´mentaires
Nous pre´sentons dans cette annexe des re´sultats comple´mentaires a` ceux
pre´sente´s dans le corps du manuscrit. Nous avons ordonne´ ces re´sultats de fac¸on a`
commencer par ceux que nous croyons eˆtre les plus importants. Nous commenc¸ons
donc par pre´senter des re´sultats obtenus avec le mode`le du chapitre 6, fonde´ sur la
de´tection de discontinuite´s. Viennent ensuite des re´sultats lie´s au mode`le a` deux
e´le´ments du chapitre 8, puis d’autres re´sultats de moindre importance.
A.1 Mode`le du chapitre 6
A.1.1 Re´sultat sur un MNE de moins bonne qualite´
Nous pre´sentons ici un re´sultat d’extraction obtenu en utilisant le mode`le du
chapitre 6 sur un MNE de Rennes. Ce MNE nous a e´te´ fourni par l’IGN. Il
est de nettement moins bonne qualite´ que le MNE d’Amiens. La re´solution pla-
nime´trique (x, y) du MNE est de 0.4m tandis que la re´solution verticale (z) est
de 0.1m. L’inconve´nient majeur du MNE est qu’il n’y a pas de ve´rite´ terrain
associe´e. Par contre, sa mauvaise qualite´ permet de montrer l’utilite´ des re´sultats
obtenus puisque l’on obtient un raffinement inte´ressant des donne´es. Notons que
les parame`tres utilise´s sont les meˆme que pour les re´sultats sur Amiens pre´sente´s
dans le chapitre 6 excepte´ pourle filtre bas niveau (voir tableau A.1).
Tab. A.1: Parame`tres bas niveau utilise´s pour le MNE de Rennes
Filtre bas niveau (Rennes)
lregul 4m
σl 1*r
σh 2m
δr 1m
La figure A.1 montre les rectangles de´tecte´s sur une premie`re zone, la figure A.2
montre des vues 3D correspondant a une sous-zone des donne´es. Le relief du sol
a e´te´ estime´ en utilisant la proce´dure de´crite dans le chapitre 7 :
[1] une fois les baˆtiments de´tecte´s, pour chaque baˆtiment on estime deux
grandeurs : la hauteur moyenne du baˆtiment et la hauteur du sol autour
du baˆtiment,
[2] en substituant a` chaque baˆtiment la hauteur du sol mesure´e on obtient un
Mode`le Nume´rique du Terrain sous jacent a` la zone urbaine conside´re´e,
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[3] on filtre le MNT obtenu au moyen d’une ouverture par un disque ( 100
pixels de rayon) et d’un filtre gaussien,
[4] on obtient le MNE raffine´ en remplacant les pixels a` l’inte´rieur des
baˆtiment par la hauteur moyenne estime´e.
Fig. A.1: Re´sultat d’extraction sur un MNE de Rennes en utilisant le mode`le du
chapitre 6
A.1.2 Re´sultat sur Amiens
En utilisant le mode`le du chapitre 6 sur une autre zone d’Amiens, on obtient la
reconstruction pre´sente´e sur la figure A.3. Ce re´sultat est inte´ressant parcequ’il
montre le comportement du mode`le dans le cas d’une zone tre`s dense.
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Fig. A.2: Visualisation en 3 dimensions du re´sultat de la figure A.1. Au dessus :
MNE d’origine, on constatera la pie`tre qualite´ du MNE. En dessous : extraction
vectorielle obtenue. La hauteur associe´e a` chaque rectangle est donne´e par une
estimation simple de la hauteur inte´rieure.
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Fig. A.3: Visualisation en 3 dimensions d’un autre re´sultat d’estimation sur un
MNE de la ville d’Amiens. Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction
vectorielle obtenue. La hauteur associe´e a` chaque rectangle est donne´e par une
estimation simple de la hauteur inte´rieure.
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A.1.3 Re´sultat sur une zone plus vaste
Nous pre´sentons ici un re´sultat sur une zone vaste. Il s’agit d’une zone tire´e
du MNE de Rennes dont la particularite´ est d’eˆtre tre`s pentue. La taille de la
zone est de 900m par 400m environ. Les baˆtiments sont moins denses que sur les
zones pre´ce´demment conside´re´es. La figure A.4 pre´sente l’extraction obtenue. Les
figures A.5 et A.6 pre`sentent deux parties du re´sultat vues en trois dimensions,
tandis que la figure A.7 montre une vue en trois dimensions d’ensemble du re´sultat
obtenu.
Fig. A.4: Extraction des baˆtiments sur une zone vaste de Rennes. De haut en
bas : MNE et rectangles extraits, MNE d’origine en relief vu de haut et MNE
raffine´ obtenu par notre me´thode en relief vu de haut.
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Fig. A.5: Visualisation en 3 dimensions d’une partie du re´sultat de la figure A.4.
Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hau-
teur associe´e a` chaque rectangle est donne´e par une estimation simple de la hau-
teur inte´rieure.
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Fig. A.6: Visualisation en 3 dimensions d’une partie du re´sultat de la figure A.4.
Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hau-
teur associe´e a` chaque rectangle est donne´e par une estimation simple de la hau-
teur inte´rieure.
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Fig. A.7: Visualisation en 3 dimensions du re´sultat de la figure A.4. Au dessus :
MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hauteur associe´e
a` chaque rectangle est donne´e par une estimation simple de la hauteur inte´rieure.
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A.1.4 Re´sultat sur la ve´rite´ terrain
Nous pre´sentons sur la figure A.8 un re´sultat d’extraction sur la ve´rite´ terrain
(TRAPU) fournie par l’IGN.
Fig. A.8: Re´sultat d’extraction en utilisant le mode`le du chapitre 6 sur la ve´rite´
terrain
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A.2 Mode`le du chapitre 8
A.2.1 Deuxie`me version du MNE Ple´iades
Nous pre´sentons ici un re´sultat sur un autre MNE issu des simulations ple´iades
(fourni par le CNES via l’IGN). La diffe´rence avec le MNE pre´sente´ dans le
chapitre 8 tient dans la re´solution spatiale : la re´solution du MNE des figures A.9
et A.10 est a` 80cm. Les deux figures pre´sentent respectivement les rectangles et
les segments extraits. On notera que ce MNE est meilleur que le premier. En
particulier les baˆtiments distincts sont mieux se´pare´s les uns des autres.
Fig. A.9: Deuxie`me MNE Ple´iades (80cm), rectangles extraits par le mode`le a`
deux e´le´ments
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Fig. A.10: Deuxie`me MNE Ple´iades (80cm), segments extraits par le mode`le a`
deux e´le´ments
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A.3 Mode`le du chapitre 2
La figure A.11 montre l’estimation de la qualite´ du re´sultat expose´ dans le
chapitre 2. Les taux de classifications sont montre´s dans le tableau A.2.
Re´sultat : donne´es optiques
Aire manque´e (noir) 8%
Fausses alarmes (blanc) 3%
Tab. A.2: Taux de classification du re´sultat pre´sente´ dans le chapitre 2.
Fig. A.11: Comparaison entre le re´sultat d’extraction du chapitre 2 et la ve´rite´
terrain fournie par l’IGN.
A.4 Mode`le du chapitre 9
Les figures A.12 et A.13 pre´sentent le re´sultat obtenu par de´croissance adapta-
tive. Il s’agit du re´sultat correspondant a` la simulation d de la partie 9.1.7.
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Fig. A.12: Premier MNE Ple´iades (1m), rectangles extraits par le mode`le a` deux
e´le´ments et la de´croissance de tempe´rature adaptative (simulation d de la par-
tie 9.1.7).
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Fig. A.13: Premier MNE Ple´iades (1m), segments extraits par le mode`le a` deux
e´le´ments et la de´croissance de tempe´rature adaptative (simulation d de la par-
tie 9.1.7).
Annexe B
De´tails du mode`le du
chapitre 6
B.1 Filtre bas niveau
Nous de´taillons ici le filtre bas niveau utilise´ pour de´tecter les discontinuite´s
d’inte´reˆt. Pour un profil compose´ de N points note´s p(1), . . . , p(N) :
1. Calculer le vecteur gradient g :
∀i ∈ {1, . . . , N − 1} g(i) = p(i + 1)− p(i)
2. Selectionner les gradients plus grand que σl :
∀i ∈ {1, . . . , N − 1} sel(i) =

1 si g(i) ≥ σl
−1 si g(i) ≤ −σl
0 sinon
3. Accumuler les gradients positifs :
tem=0
last pos=0
last acc=0
Pour i = 1 a i = N − 1
Si sel(i) = 1
Si tem = 1et d(last pos, i) ≤ lregul
sel(i)=0
last pos=i
g(last acc)=g(last acc)+g(i)
Sinon
last pos=i
last acc=i
tem=1
Si sel(i)=-1
tem=0
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4. Accumuler les gradients negatifs :
tem=0
last neg=0
Pour i = 1 a N − 1
Si sel(i)=-1
Si tem=1 et d(last neg,i)≤ lregul
sel(last neg)=0
g(i)=g(last neg)+g(i)
last neg=i
Sinon
last neg=i
tem=1
Si sel(i)=1
tem=0
5. Etape d’ouverture
last pos=0
Pour i = 1 a N − 1
Si sel(i)=1
last pos=i
Si sel(i)=-1 et d(last pos,i)≤ lregul
g=g(i)+g(last pos)
Si g≥ 0
sel(i)=0
g(last pos)=g
sinon
sel(last pos)=0
g(i)=g
6. Selection des gradients plus grand que σh :
Pour i=1 to i=N-1
Si sel(i)=-1 ou sel(i)=1
Si g(i)≤ σh et g(i) ≥ −σh
sel(i)=0
Nous pre´sentons ici des re´sultats obtenus avec le filtre bas niveau. Ces re´sultats
permettent de comprendre l’influence des diffe´rents parme`tres du filtre. Nous
pre´sentons 5 re´sultats sur un profil. Les 5 expe´riences sont re´sume´es par le ta-
bleau B.1.
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Fig. B.1: Simplification des profils : expe´rience 1. Du haut en bas : vrai profil, pro-
fil sous e´chantillonne´ (en fonction de r), gradients de´tecte´s (≥ σl), discontinuite´s
se´lectionne´es apre`s accumulation, ouverture et seuillage par σh et finalement :
vrai profil et profil simplifie´.
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Fig. B.2: Simplification des profils : expe´rience 2. Le parame`tre de re´gularisation
est mis a` : lregul = 4m.
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Fig. B.3: Simplification des profils : expe´rience 3. Le premier seuil est deux fois
plus grand que pour l’expe´rience 1.
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Fig. B.4: Simplification des profils : expe´rience 4. Le parame`tre de re´solution vaut
1m.
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Fig. B.5: Simplification des profils : expe´rience 5. Re´sultat sur un profil LASER.
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Type de donne´es Parame`tres
r σh lregul σl
Exp 1 (figure B.1) Optique 0.5 m 2 m 1 m 1*r
Exp 2 (figure B.2) Optique 0.5 m 2 m 4 m 1*r
Exp 3 (figure B.3) Optique 0.5 m 2 m 1 m 2*r
Exp 4 (figure B.4) Optique 1 m 2 m 1 m 1*r
Exp 5 (figure B.5) Laser 0.5 m 2 m 1 m 1*r
Tab. B.1: Parame`tres utilise´s pour les diffe´rentes expe´riences
B.2 De´tails de l’e´nergie utilise´e
Nous de´taillons ici les e´nergies associe´es aux objets des ensembles γ1, γ2 et γ3.
Ces e´nergies servent essentiellement a` comparer les objets d’un meˆme ensemble,
de manie`re a` guider leur e´volution vers le niveau supe´rieur.
Niveau 1 :
u ∈ γ1 ssi

u 6∈ γ0
v˜(u) ≥ vmin
m˜(u) ≤ mmax
max(Lg1(u), Lg2(u)) ≥ th1
J1(u) =
1
10
Lg(u) +
9
10
(1− m˜(u)
mmax
)
Niveau 2 :
u ∈ γ2 ssi
{
u 6∈ γ1
v˜(u) ≥ vmin ou m˜(u) ≤ mmax
J2(u) =
1
2
(1− m˜(u)) + 1
2
v˜(u)
Niveau 3 :
u ∈ γ3 ssi u 6∈ γ2 J3(u) = 1
2
(1− m˜(u)) + 1
2
v˜(u)
Annexe C
Conside´rations informatiques
Les algorithmes ont e´te´ code´s en C++. Nous pre´sentons ici quelques me´thodes
qui permettent un codage efficace et donc des temps de calculs limite´s.
C.1 Codage des interactions
C.1.1 Codage de l’e´tat
L’e´tat courant est une configuration x d’objets ui que l’on code par un tableau
dynamique d’objets.
C.1.2 Codage des interactions
Dans ce travail, nous n’avons utilise´ que des interactions entre deux objets. Il
est toutefois possible d’introduire des relations entre plus de deux objets. C’e´tait
d’ailleurs l’un des aspects du sujet de DEA traite´ par l’auteur (voir [1]). Le
proble`me de la rapidite´ de mise a` jour des interactions entre les objets est une
question essentielle.
Nous avons adopte´ le principe suivant : a` chaque objet u ∈ x est associe´ une
liste de liens L(u) vers les ensembles d’interaction auxquels il appartient. Chaque
interaction est accessible dans la liste, ou bien par parcours classique, ou bien
au moyen d’une clef e. Ainsi, L(u)(e) renvoie une cellule de la liste contenant un
pointeur vers le descriptif d’une l’interaction impliquant u. Dans ce descriptif,
on trouve un pointeur vers chacun des objets de l’interaction, ainsi que la clef
correspondante. Une interaction r entre deux objets u et v peut donc etre de´crite
de la fac¸on suivante, si l’on note u¯ un lien vers un objet u (informatiquement, il
s’agit d’un pointeur).
r = ((u¯, e(u)), (v¯, e(v)) Avec
L(u)(e(u)) = r¯
L(v)(e(v)) = r¯
(C.1)
Le syste`me de codage pre´sente´ ci-dessus permet de retirer un objet tre´s rapi-
dement : en effet, si l’on supprime un objet u il faut mettre a` jour la liste des
interactions de tous les objets v interagissant avec u. Pour ce faire :
– on parcourt la liste L(u) des interactions impliquant u, et pour chaque inter-
action r = ((u¯, e(u)), (v¯, e(v)) telle que r¯ ∈ L(u),
– on parcourt tous les objets v dans l’interaction,
– pour chacun de ces objets, on supprime dans L(v) l’e´le´ment indexe´ par e(v)
pointant sur r.
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La suppression d’un objet se fait donc en temps line´aire par rapport aux nombres
d’interactions auxquelles il appartient. L’ajout d’un objet est simple, il suffit de
s’assurer que la relation C.1 soit ve´rifie´e. Le temps d’ajout est donc line´aire par
rapport au nombre de voisins.
C.1.3 Arborescence des relations
Pour diminuer les temps de calculs ne´ce´ssaires, nous avons introduit une
hie´rarchie des interactions. Cela permet de limiter le nombre de tests ne´ce´ssaires
a` la de´tection des interactions. Par exemple, la relation fondamentale est une re-
lation de proximite´ entre les objets. C’est la seule relation dont le test repose sur
l’exploration de tous les couples d’objets possibles. Les autres relations ne sont
teste´es qu’entre objets en interaction de proximite´.
C.2 Metropolis Hastings
Il faut remarquer que la suppression d’un objet couˆte beaucoup moins cher que
l’ajout d’un objet, puisque dans ce dernier cas il est ne´ce´ssaire de tester toutes
les interactions possibles. Or, toute transformation peut-eˆtre de´compose´e en une
e´tape de mort suivie d’une de naissance. Pour les transformations de naissance
ou mort, une seule de ces deux e´tapes a` lieu. Lors de la proposition de pertur-
bation formule´e par l’algorithme, on calcule donc la variation d’e´nergie associe´e
a` une mort, puis a` une naissance. Vient ensuite le sche´ma de Bernoulli statuant
sur l’acceptation de la proposition et dont le parame`tre de´pend de la variation
d’e´nergie calcule´e. Si la proposition est accepte´e, tout se passe facilement. Par
contre, si la proposition est rejete´e, il faut e´viter de refaire des calculs que l’on a
de´ja fait. Pour ce faire nous avons introduit une e´tape de mort fictive : lorsque la
proposition est ge´ne´re´e, celle ci se de´compose en une mort fictive et une naissance.
Si la proposition est valide´e la mort est ente´rine´e, sinon on ressucite l’objet tue´
et on tue le nouvel objet propose´, ce qui permet de ne calculer qu’une seule fois
les interactions impliquant l’objet.
RE´SUME´
Cette the`se se place dans un cadre de reconstruction urbaine et propose un corpus algorith-
mique pour extraire des formes simples sur les Mode`les Nume´riques d’Ele´vation. Ce type de
donne´es de´crit le relief d’une zone urbaine par une grille re´gulie`re de points a` chacun desquels
est associe´e une information de hauteur. Les mode`les utilise´s reposent sur l’utilisation de
processus ponctuels marque´s. Il s’agit de variables ale´atoires dont les re´alisations sont des
configurations d’objets ge´ome´triques. Ces mode`les permettent d’introduire des contraintes sur
la forme des objets recherche´s dans une image ainsi qu’un terme de re´gularisation mode´lise´
par des interactions entre les objets. Une e´nergie peut eˆtre associe´e aux configurations d’ob-
jets et la configuration minimisant cette e´nergie trouve´e au moyen d’un recuit-simule´ couple´
a` un e´chantillonneur de type Monte Carlo par Chaˆıne de Markov a` sauts re´versibles (RJMCMC).
Nous proposons quatre mode`les pour extraire des caricatures de baˆtiments a` partir de
descriptions altime´triques de zones urbaines denses. Chaque mode`le est constitue´ par une forme
d’objet, une e´nergie d’attache aux donne´es et une e´nergie de re´gularisation. Les deux premiers
mode`les permettent d’extraire des formes simples (rectangles) en utilisant une contrainte
d’homoge´ne´ite´ pour l’un et une de´tection des discontinuite´s pour l’autre. Le troisie`me mode`le
mode´lise les baˆtiments par une forme polyhe´drique. Le dernier mode`le s’inte´resse a` l’ap-
port d’une coope´ration entre des objets simples. Les algorithmes obtenus, automatiques, sont
e´value´s sur des donne´es re´elles fournies par l’IGN (MNE Laser et optiques de diffe´rentes qualite´s).
Mots clefs : urbain dense, processus ponctuels, recuit-simule´, MCMC. extraction de
baˆtiment, Mode`le Nume´rique d’Ele´vation
ABSTRACT
The context of this thesis is the reconstruction of urban areas from images. It proposes a set of
algorithms for extracting simple shapes from Digital Elevation Models (DEM). DEMs describe
the altimetry of an urban area by a grid of points, each of which has a height associated to it.
The proposed models are based on marked point processes. These mathematical objects are
random variables whose realizations are configurations of geometrical shapes. Using these pro-
cesses, we can introduce constraints on the shape of the objects to be detected in an image, and
a regularizing term incorporating geometrical interactions between objects. An energy can be
associated to each object configuration, and the global minima of this energy can then be found
by applying simulated annealing to a Reversible Jump Monte Carlo Markov Chain sampler
(RJMCMC).
We propose four different models for extracting the outlines of buildings from altimetric des-
criptions of dense urban areas. Each of these models is constructed from an object shape, a data
energy, and a regularizing energy.
The first two models extract simple shapes (rectangles) using, respectively, a homogeneity
constraint and discontinuity detection. The third model looks for three-dimensional polyhedral
buildings. The last model uses cooperation between two types of objects, rectangles and seg-
ments.
The resulting algorithms are evaluated on real data provided by the French National
Geographic Institute (a laser DEM and optical DEMs of differing quality).
Keywords : dense urban area, point processes, simulated-annealing, MCMC, building
extraction, Digital Elevation Model
